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INTRODUCTION 


E sont les physiciens qui ont introduit en Mécanique quan- 
tique ce qu’on appelle maintenant les s pineurs. Sous leur forme 
mathématique la plus générale, les spineurs ont été découverts 

par l’auteur de cet Ouvrage en 1913 dans ses recherches sur les repré- 
sentations linéaires des groupes simples (1), ils fournissent une re- 
présentation linéaire du groupe des rotations d’un espace a un nom- 
bre quelconque n de dimensions, chaque spineur ayant 2” compo- 
santes suivant quem = 2v + 4 ou 2v. Les spineurs de l’espace a quatre 
dimensions figurent dans les célébres équations de l’électron de 
Dirac, les quatre fonctions d’onde n’étant autres que les compo- 
santes d’un spineur. De trés nombreux mémoires ont été publiés 
sur les spineurs en général. MM. Hermann Wey] et Richard Brauer 
ont publié récemment un beau mémoire (2), qu’on peut considérer 
comme fondamental, bien que plusieurs des résultats obtenus 
soient trés briévement indiqués dans le mémoire auquel il est fait 
allusion plus haut. M. O. Veblen a fait, a un autre point de vue, 
une étude trés intéressante des spineurs dans un cours non publié 
a Université de Princeton. Mais dans presque tous ces travaux 
les spineurs sont introduits d’une maniére purement formelle 
sans signification géométrique intuitive ; c’est d’ailleurs cette 
absence de sens géométrique qui a rendu si compliquées les tenta- 
tives pour étendre a la relativité générale les équations de Dirac. 

L’un des buts principaux de cet Ouvrage est de développer sys- 
tématiquement la théorie des spineurs en donnant de ces étres 
mathématiques une définition purement géométrique : grace a 


(1) E. Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune mul- 
tiplicité plane (Bull. Soc. Math. de France, 41, 1913, p. 53-96). 
(??) R. Bre ver and H. Wey, Spinors in n dimensions (Amer. J.of. Math., 


57, 1935, p. 425-449). 
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cette origine géométrique, les matrices qu’utilisent les physiciens 
en Mécanique quantique se présentent d’elles-mémes et on saisit 
lorigine profonde de la propriété que possédent les nombres 
hypercomplexes de Clifford-Lipschitz de représenter les rotations 
dans un espace a un nombre quelconque de dimensions. Enfin 
cette origine géométrique rend trés facile l’introduction des spi- 
neurs en géométrie riemannienne et spécialement l’application 4 
ces étres géométriques de la notion de transport paralléle. On 
s’explique aussi les difficultés qui ont été rencontrées a ce sujet, 
difficultés qui sont insurmontables si lon veut utiliser la technique 
classique de la géométrie riemanienne. Cette technique s’applique 
aux vecteurs et aux tenseurs ordinaires, qui, 4 cété de leur carac- 
tére métrique, ont un caractére purement affine, mais elle ne peut 
s’appliquer aux spineurs qui ont un caractére métrique, mais n’ont 
pas le caractére affine. 

Ces Lecons se divisent en deux Parties. La premiére est consacrée 
a des généralités sur le groupe des rotations de l’espace 4 m dimen- 
sions et sur les représentations linéaires des groupes, 4 la théo- 
rie des spineurs de l’espace 4 3 dimensions, ainsi qu’a la recherche 
des représentations linéaires du groupe des rotations de cet espace. 
On sait limportance qu’ont ces représentations en Mécanique 
quantique ; la méthode utilisée pour leur détermination est la 
méthode infinitésimale, celle qui demande le moins de connais- 
sances préliminaires pour étre comprise ; on a complétement 
laissé de cété, malgré son grand intérét, la méthode transcendante 
de M. H. Weyl fondée sur la théorie des caractéres. 

La seconde Partie est consacrée a la théorie des spineurs dans 
un espace a un nombre quelconque de dimensions, et spécialement 
dans l’espace de la relativité restreinte ; les représentations 
linéaires du groupe de Lorentz sont indiquées ainsi que la théorie 
des spineurs en géométrie riemannienne. 

Cet Ouvrage, qui reproduit avec certaines modifications un cours 
professé 4 la Sorbonne pendant le semestre d’hiver 1935-1936, a 
été rédigé d’aprés des notes que M. André Mercier avait recueillies 
et dont il avait fait une premiére rédaction, largement utilisée 


par Pauteur, qui lui adresse ses vifs remerciements pour la colla- 
boration qu’il lui a prétée. 


Elie CARTAN, 


I 


LES SPINEURS DE L’ESPACE 
A TROIS DIMENSIONS, 
REPRESENTATIONS LINEAIRES DU GROUPE 
DES ROTATIONS, 


CHAPITRE I. 


ESPACE EUCLIDIEN A n DIMENSIONS; 
ROTATIONS ET RETOURNEMENTS. 


I. — ESPACE EUCLIDIEN. 


1. Définition. Vecteurs. — On peut définir l’espace euclidien 
a n dimensions en appelant point l’ensemble de n nombres 


(2, %, +--+, Xn), lecarré de la distance d’un point (x) au point origine 
(0,0, ---,0) étant donné par la forme fondamentale 
(1) F = 2,7 + 2? +---+2,7; 


cette forme représente aussi le carré scalaire ou le carré de la lon- 
gueur du vecteur x issu du point origine et dont l’extrémité est le 
point (x); les n quantités vi sont aussi appelées les composantes de 
ce vecteur. Les coordonnées 2: peuvent étre des nombres com- 
plexes arbitraires, et on dit alors que l’espace euclidien est com- 
plexe ; mais elles peuvent aussi étre réelles et on a alors l’espace 
euclidien réel. I] existe également dans le domaine réel des espaces 
pseudo-euclidiens, correspondant Aa une forme fondamentale 
réelle indéfinie 

(2) F = ay? + ag? +--+ pn — 2 nny — + On 


nous supposerons, ce qui ne restreint pas la généralité, n —h > h. 


6 LECONS SUR LA THEORIE DES SPINEURS 


On est amené dans les espaces réels a considérer des vecteute dont 
les composantes ne sont pas toutes réelles : ilssont dits imaginaires. 

Un vecteur est dit isotrope si son carré scalaire est nul, c’est-a- 
dire si ses composantes annulent la forme fondamentale. Dans 
espace complexe ou dans espace euclidien réel proprement dit, 
un vecteur est dit unitaire si son carré scalaire est égal a 1. Dans 
l’espace pseudo-euclidien réel a forme fondamentale indéfinie, on 
distingue les vecteurs d’espace réels qui rendent la forme fonda- 
mentale positive, des vecteurs de temps réels, qui la rendent néga- 
tive ; un vecteur d’espace unitaire rend la forme fondamentale 
égale A + 1, un vecteur de temps nite, la rend égale a — 1. 

Si nous considérons deux vecteurs «, y ,etlevecteur z +A y, 
ou 2 est un paramétre donné, c’est-a-dire le vecteur de compo- 
santes a + Ayi, le carré scalaire de ce vecteur est 


e+e y +Ae-y, 
SS nd 
en désignant par x - y la somme & y¥, + Yq Y2+ +++ + In Yn. 


Cette somme est le produit scalaire des deux vecteurs; dans le 
cas d’un espace pseudo-euclidien, le produit scalaire est 


UyYy te + Xn_nYn-h — En-ns1Yn_-h41 — *** — LnYn- 


Deux vecteurs sont dits rectangulaires ou perpendiculaires 
entre eux si leur produit scalaire est nul ; un vecteur isotrope est 
perpendiculaire 4 lui-méme. Le lieu des vecteurs perpendiculaires 
& un vecteur donné est un hyperplan & nm —1 dimensions (défini 
par une équation linéaire entre les coordonnées). 


>> > : 
2. Repéres cartésiens. — Les n vecteurs ¢,, &, ---, én qui ont 


toutes leurs composantes nulles sauf une égale 41 constituent une 





> 
base, en ce sens que tout vecteur x est une combinaison linéaire 


> — — 
Ze; + Lye, + +++ +2nén de ces n vecteurs. Ces vecteurs de base 
sont rectangulaires deux a deux: ils contituent ce que nous appelle- 
rons un repére cartésien rectangulaire. 


° — > ae =< . . 
Plus généralement prenons n vecteurs », , YN, ,**+,m linéairement 
indépendants, c’est-d-dire tels qu’il n’existe aucun systéme de 
nombres },, dy, « « -, Annon tous nuls rendant identiquement nul le vec- 


._-> > > > 
teurdA, m + Ag m2 + +++ + Ann. Tout vecteur x peut alors d’une ma- 
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niére et d’une seule se mett laf ln, + uy, tn 
resous laforme wy, + U*ng + +--+ urn. 
Le carré scalaire de ce vecteur est 
by Pagliheees 
UW ni Nj, 
formule dans laquelle, suivant la convention d’Einstein, on a sup- 
primé le signe de sommation: l’indice i et l’indice 7 prennent, 
successivement et indépendamment l’un de l’autre, toutes les 
valeurs 1, 2, ---,. En posant 


> 
(3) 8 = Bi = Ne- Ny 
la forme fondamentale devient 

(4) & = gyutw. 


Nous dirons encore que l’ensemble des vecteurs ies rey ym forme 
une base, ou quils constituent un repére cartésien. Nous ne consi- 
dérons que des vecteurs de base ayant toujours le méme point 
origine. 

Réciproquement cherchons si une forme quadratique donnée 
a priori est susceptible, dans un espace euclidien donné, de repré- 
senter la forme fondamentale par un choix convenable du repére. 
Nous supposons naturellement les variables et les coefficients 
complexes si l’espace est complexe, réels si l’espace est réel. Nous 
allons appliquer un théoréme classique de la théorie des formes 
quadratiques. 


3. Réduction d’une forme quadratique 4 une somme de carrés. 
— TutorEmMeE.— Toute forme quadratique est réductible a une somme 
de carrés par une substitution linéaire effectuée sur les variables. 

La démonstration que nous allons donner s’applique aussi bien 
au domaine réel qu’au domaine complexe. Supposons d’abord 
que lun des coefficients g1,, Zor, -+-, gamne soit pas nul, g,, par 
exemple. Considérons la forme 

Pa -- (8114 + gyqu +-+++8inu")?; 


elle ne contient plus la variable u' ; en posant 
Y= Butt + Brat® +--++ Bind", 
nous avons donc 


1 
o=— y+ %,, 
bu 
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®, étant une forme quadratique aux n —1 variables u?, uv’, ---, u%. 
if ; 

Si au contraire tous les coefficients 2,1, 22, +++, gm sont nuls, l’un 

au moins des autres coefficients, soit g,., est différent de zéro. 


Posons dans ce cas 

&, = &— = (go,¥? + gogu® +--+ gond”)(Bi9¥* + 81948 + +--+ ginu") 5 
12 

la forme ®, ne contient plus les variables u* et u? ; en posant 


Yr + Yo = BU? + gogu® +---+ Banu", 
Yi — Yo = 8194" + 8134 +---+ginu", 


ce qui définit immédiatement les formes y, et y,, on a 
2 
Oe ys cca 
£12 


®, étant une forme quadratique aux n—2 variables u’,---, u*. 

On procédera maintenant sur ®, et sur ®, comme ona procédé 
sur ® et on arrivera de proche en proche a mettre ® sous la forme 
d’une somme de carrés de formes linéaires indépendantes, chaque 
carré étant multiplié par un certain facteur constant. Dans le 
domaine réel, les opérations n’introduiront aucun élément ima- 
ginaire. 

Soit 

$= ayy? + ay? +---+ ay? (v <7). 

Si l’on est dans Je domaine complexe on prendra y\/a; comme 
nouvelles variables et ® sera ramenée A une somme de carrés. 
Si Pon est dans le domaine réel, il faudra distinguer les coefficients 
oi positifs et les coefficients a négatifs ; on pourra toujours, en 


prenant yi\/ ai comme nouvelles variables, ramener ® a la forme 


y+ yet test yp*— yoga — + — yt. 


4. Théoréme d'inertie.— Dans le domaine réel, le nombre des car- 
rés positifs et le nombre des carrés négatifs ne dépendent pas de la 
manvére dont la décomposition a été faite. 

Supposons en effet deux décompositions 





b= yy? feet Yp? — 22 — 2,2 —...— 2.2, 


— 2 
SO tsb 9p? — 2 — 2 —... — wa, 


les formes linéaires y: et z étant indépendantes, ainsi que les 
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formes linéaires v et «;. Supposons p+ p’, par exemple p <p’. 
On a l’identité 


Ys? + ya? +--+ yp? + wt + Wg? oss We? = 9,2 + 942 +--+ opi 
24? + 292 +--+ 24". 
Considérons les p + q' équations linéaires 


yy =%5>-°°> Yp = Wy = Wg >= Wy = 0; 
- comme p + g'<p’ + q’<n, ces équations admettent au moins une 
solution pour laquelle les inconnues uw}, u?, ---, u*nesont pas toutes 


nulles ; pour cette solution on a 
Y= 4S SK of SH BH BS = = 0; 
il est donc possible de satisfaire aux p’ + déquations indépen- 
dantes 
Vy = Pg = 3 = Op! = Wy = We = = Hy = 
en résolvant un systéme d’un moindre nombre (p + q') d’équa- 
tions ; ce résultat est absurde. 
On a donc p = p’,q=q’. 
Ajoutons que si la forme donnée ® en uv’, u®, ---, u®, n’est pas 
dégénérée, c’est-a-dire si les n formes, oy my ~ sont indépen- 
dantes, ou encore si le discriminant 


(5) g= 


8n1 8n2°** 8nn 

de la forme est différent de zéro, le nombre p + q des carrés indé- 
pendants obtenus dans la réduction 4 une somme de carrés est 
aP 
aut? 
linéaires des p + g<cnformes y,, +++, Yp, %, +++, 2g, ne seraient pas 
indépendantes. 





égal 4 n. Sinon en effet les n dérivées qui sont des combinaisons 


5. Ces théorémes étant démontrés, revenons a notre probléme. 
Partons d’une forme quadratique (4) non dégénérée. Dans le 
domaine complexe il existe n formes linéaires indépendantes 


xi = aut Gas 4,2, <->, n) 
telles que l’on ait 
DP = 47 + 2 + ++ + Op? 
Si alors dans l’espace euclidien complexe on considére les vec- 


=> . 
teurs 7x de composantes (@,, Mz, +++, Unk) (k= 1, 2, +--+, n), ces n 
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vecteurs sont indépendants; Je vecteur wk ne a précisément pour 
ime composante ax ut = X;, et son carré scalaire 2,2 + 4,2 +--+ + an 
est égal 4 la forme quadratrique donnée. La forme fondamentale 
primitivement donnée de l’espace peut donc par un choix borves 
nable des vecteurs de base étre ramenée a la forme quadratique 
gywiwi arbitrairement donnée. 

Dans le domaine réel Je raisonnement est le méme ; mais la 
forme quadratique giyu‘u/ doit : 1° ne pas étre dégénérée ; 2° étre 
réductible 4 une somme de n—h carrés positifs et de h carrés né- 
gatifs, h étant un entier donné. 





6. Composantes contrevariantes et covariantes. Supposons 
espace euclidien rapporté 4 un repére cartésien quelconque et 
soit 

& = gyxia 
: aoe > 
sa forme fondamentale. Le carré scalaire du vecteur z + 2 y est 
égal a 
eH 2 ea: 
(2) + My) + Mot 
* y == — 
il en résulte que le produit scalaire de deux vecteurs = et y est 
Loeoe re 
aU sy = Buty’; 
on retrouve en particulier la signification géométrique des 
—_ Smad = 
coefficients si on prend pour x et y les deux vecteurs de base e 
> 
et ej. 


On appelle composantes covariantes d’un vecteur x les produits 


: a > — mys 
scalaires -@,, %- €,, +--+, @- en. Onles désigne par 2,2, -+-,%n.On 
a donc 
> > — oe 
(6) T= 2 = Backs 2 y = gyatyl = sty, = ay. 


Les composantes ordinaires x‘ sont dites contrevariantes. On passe 
réciproquement des composantes covariantes aux contrevariantes 
en résolvant (6), ce qui donne 


(7) xt = giky, 


en désignant par gi le quotient par g du mineur relatif & gy dans 
le discriminant de la forme fondamentale. Dans le cas de la forme 
(1), ona a = zt, 
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7. Définition. — On appelle rotations et retournements (sous- 
entendu : autour du point origine) l’ensemble des substitutions 
linéaires effectuées sur les coordonnées et qui laissent invariante 
la forme fondamentale. Si une opération de cette nature transforme 

SS ee a > —> 
deux vecteurs z, yenz’, y’, elle transforme le vecteur x + ) y en 
Pa + ry’. Elle laisse naturellement invariante la longueur de tout 
vecteur et le produit scalaire de deux vecteurs quelconques. Dans 
un espace pseudo-euclidien réel elle transforme un vecteur d’es- 
pace en un vecteur d’espace, et un vecteur de temps en un vecteur 
de temps. 

Dans tous les cas une opération de la nature envisagée trans- 
forme tout repére rectangulaire en un repére rectangulaire. Réci- 


: ; z > > > 
proquement soient deux repéres rectangulaires (¢,, ¢,---,én) et 
> > > > 

(1, %,***,%) et supposons x = ai* ee. Rapportons espace au 


premier de ces repéres et désignons par z‘ les coordonnées corres- 
pondantes. La substitution linéaire 


(a*)’ = a;,'a* 


a pour effet de transformer le vecteur e dans le vecteur de compo- 
santes (ai, ai®, ---, ai”), c’est-a-dire dans le vecteur ni ; cette substi- 
tution conserve d’autre part la forme fondamentale ®, car le 
carré scalaire ® (z’) du vecteur (2*)’ a= af cte = a Bs est égal 


a ® (2). 


8. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant. 


Tutorkme. — Le déterminant de la substitution linéaire qui 
définit une rotation ou un retournement est égala + 1oua—t. 

Il suffit de se placer dans le domaine complexe, car toute ro- 
tation réelle dans un espace euclidien réel est une rotation parti- 


culiére de l’espace complexe. 
Supposons d’abord le repére rectangulaire et soient 


(8) ui’ = ine (i = 1,2,---,n) 
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les équations de la substitution. L’invariance de la forme fonda- 
mentale se traduit par les relations 
ay? + agi® +-+++ ani® = 1 (¢ = 1,2,-°+,n), 
ayidy + Arde + +++ Anidnj = 0 Che 3 98 

Si alors on applique la régle de multiplication des déterminants 
au produit du déterminant de la substitution par lui-méme, on 
obtient un déterminant dont tous les éléments sont nuls, sauf ceux 
de la diagonale principale, qui sont tous égaux a LCs Eads 

Si on part maintenant d’un repére quelconque, ce qui corres- 
pond au changement de coordonnées 

Li = aU", 
et si a la substitution linéaire (8) correspond pour les u‘ la substi- 
tution linéaire 
(9) (ut)’ = but, 
ona 
ap bpkul = aipagn” (i,k = 1,2,---,n). 
En posant 


Cth = 2nd, = aineen, 


et en appelant c, b, a, «, les déterminants formés avec les cy, bf, 
Aj, aj, On Aa 
= 50 ee 
Cot Ov. at 
Nous appellerons rotation l’opération qui se traduit par une 
substitution linéaire de déterminant + 1, retournement celle qui 
se traduit par une substitution de déterminant — 1. 


9. Symétries. — Nous appellerons symétrie par rapport 4 un 
hyperplan II passant par O l’opération qui fait correspondre @ un 
point « son symétrique par rapport a II, c’est-a-dire le point 2’ 
obtenu en abaissant de x la perpendiculaire sur l’hyperplan et en 
prolongeant cette perpendiculaire d’une longueur égale a elle- 
méme. Soit, par rapport 4 un repére cartésien quelconque, 


aint = 


? | b) ee: ek 
Péquation de ’hyperplan. Le vecteur 2’ est défini par deux con- 
ditions : 
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1° le ee 24 pe perpendiculaire 4 ’hyperplan II ; 
20 le vecteur + 5 (a" +2 ) est dans ’hyperplan IT. 


? 
Comme |’équation de ’hyperplan exprime que le vecteur 2 est 
perpendiculaire au vecteur de composantes covariantes di, on a 


(at)’ — at = dai, ou (a*)’ = at + af, 
puis 
a;(2x2t + dat) = 0 ou ea 3 


L’opération est possible si aia‘ ~ 0, c’est-a-dire si la perpendi- 


culaire 4 ’hyperplan n’est pas une droite isotrope ; dans ce cas 
on a oe 
, agar 
x)! = af — Qat — 
(xt) nget 
on vérifie facilement l’invariance de la longueur : (aiz!)' = xia‘. 


Nous appellerons d’une maniére générale symétrie l’opération 
qui vient d’étre définie ; toute symétrie est associée A un hyper- 
plan, ou plus simplement a un vecteur non isotrope a‘ (qu’on peut 
en particulier supposer unitaire). 

Dans le cas d’un espace réel 4 forme fondamentale indéfinie, 
il y aura lieu de distinguer les symétries associées a un vecteur réel 
d’espace et celles qui sont associées A un vecteur réel de temps. 
Nous les appellerons respectivement symétries d’espace et symétries 
de temps. 

Toute symétrie est un retournement. Il suffit de le vérifier en la 
rapportant a un repére cartésien particulier, par exemple celui dont 
le premier vecteur de base est le vecteur associé 4 la symétrie ; les 
équations de la symétrie sont alors 


(u2)’ = — wu, (u2)’ = u2,---, (u*)’ = ur’, 


ce qui donne bien un déterminant égal 4 — 1. 


10. Décomposition d’une rotation en un produit de symétries. — 
Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant, valable 
aussi bien dans le domaine réel que dans le domaine complexe. 

Toute rotation est le produit d’un nombre pair <n de symétries, 
tout retournement est le produit d’un nombre impair <n de symé- 


tries. ¢ 
Le fait qu’un nombre pair de symétries forment une rotation 
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et un nombre impair un retournement est une consequence immeé- 
diate du fait qu’une symétrie est un retournement. 

Le théoréme est évident pour n = 1; nous allons le supposer 
vrai pour les espaces 44, 2, ---,—1 dimensions et le démontrer 
pour les espaces 4 m dimensions. 

Le théoréme est évident dans le cas particulier ot il existe un 
vecteur non isotrope invariant par la rotation ou le retournement 
considéré ; en prenant en effet ce vecteur comme vecteur de base 


> 
7, et un systéme de n — 1 autres vecteurs de base dans I’hyper- 


plan perpendiculaire II, hyperplan qui ne contient pas Tay la 
forme fondamentale devient 
b= gy,(u1)? + gyutw = g,(ul)? + ¥, 

la forme VY étant une forme non dégénérée 4m —1 variables. La 
rotation (ou retournement) considérée laissant invariant Vhyper- 
plan se traduit par une substitution linéaire laissant invariante 
la coordonnée u! et transformant entre elles les variables u*, u*,---, 
u” de maniére a laisser invariante la forme WV; elle est donc 
complétement déterminée par une rotation ou un retournement 
de l’espace euclidien 4 nm — 1 dimensions déterminé par lhyper- 
plan II ; par hypothése elle résulte donc de symétries associées 
a des vecteurs situés dans IJ, symétries en nombre au plus égal 
an—i. 

Venons maintenant au cas général ; prenons un vecteur non iso- 
trope quelconque a et soit a’ le vecteur transformé par l’opération 
considérée. Si le vecteur a’ — a n’est pas isotrope, la symétrie 
associ¢e a ce vecteur transforme évidemment a ena’; lopération 
considérée résulte done de cette symétrie suivie d’une autre opé- 
ration laissant fixe le vecteur non isotrope a’: elle résulte done de 
symétries en nombre au plus égal a n. 

Le pocorn Sen tombe en detaut si, quel que soit le Metts 2, 
le vecteur x’ — a est isotrope, x otant le transformé de z . Exami- 
nons ce cas. Les vecteurs 2" — z forment un ensemble linéaire, 
en ce sens qu’en méme temps que les vecteurs 2 — ae ety’ — y, il 
contient le vecteur (2 — z) + (y' — y ). Soit pla dimension de 
cet ensemble, qui constitue ce que nous appellerons un p- ‘plan. 
Prenons dans ce p-plan p vecteurs de base pee Nay ***s 793 la 
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variété plane perpendiculaire a ces p vecteurs est définie par p 
equations linéaires indépendantes ; elle est an — p dimensions, mais 


—> 
elle comprend chacun des vecteurs 7i ; on peut prendre dans cette 
Lea Lye aes 
varieté comme vecteurs de base 7, -- -, 7p et n— 2p autres vecteurs 
& , a — — m : 
indépendants ¢,, , ---, fn—sp. Ajoutons enfin A ces n — p vec- 


—_-> — aor 
teurs p vecteurs nouveaux §,, 9,,---,%p de maniére a former une 
base pour l’espace total. 


> —-> 
Remarquons que x et y étant deux vecteurs quelconques, on a 


et eS —_> mae a > 
z—az#=an, y—y= brn; 


E F “35g ge a 
en exprimant l’égalité de x’ -y’ et x - y ,on trouve 


> _ => —> i> 
x -Bry, = —y- ak ny. 


—> —_ 
Prenons pour y un quelconque des vecteurs vi et ¢ ; le second 
membre de l’égalité est nul ; par suite le vecteur bi rx est perpen- 
* . =e . . 
diculaire 4 un vecteur quelconque z : cela n’est possible que s’il 


> —> 
est nul. D’ot la conclusion que les vecteurs vi et ¢; sont inva- 
riants par l’opération considérée. 
Formons maintenant la forme fondamentale de l’espace ; en 


. —- P- awe * . 
désignant par uty + oft; + wo un vecteur arbitraire, on trouve 
b= uth ng - Oe + v/FG Ce + vik - Oe + wiwkO; - Oy. 
Cette forme n’est pas dégénérée ; par suite les coefficients de u', u?, 
-++,u? sont des formes linéaires indépendantes en w!, w?, ---, w? ; 
on peut donc choisir les vecteurs de base § de maniére a avoir 
aetE 1 si tia), 
nO; = ; i ; 
0 si eat | 


er ab ; 

On peut ensuite s’arranger pour que —;, qui est égal & u‘ plus 

une combinaison linéaire des ¢/ et des w*, se réduise a u‘: cela re- 
— — ap 

vient a modifier chaque vecteur ¢, & par Vaddition d’une com- 


—> 
binaison linéaire des 7 ; on aura alors 
oe * . . 
r= *3 uit + yivivk, 
la seconde somme du second membre n’étant pas dégénérée. Les 


=< , ° . > , . . t 
¢; étant invariants par l’opération (rotation ou retournemen ) 

ree ‘ ies Set 
considérée, nous sommes, si n > 2p, dans le cas particulier d’in 
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variance d’un vecteur non isotrope et le théoréme est démontreé. 


Reste donc le cas n = 2p. Ona 
—> 


> — — > 
ni = ni, — 04 = 0 + Beene; 
in > > 

les égalités m4 -9; = 1, m- = ut) GAN conduisent, en exprimant 
Pinvariance des produits scalaires 4i- rn , aux relations 6;; + 6 = 0. 
On peut encore simplifier les formules précédentes. En effet le 

— 
transformé d’une combinaison linéaire arbitraire w* 4 des vec- 


—> 
teurs 9 est 
wk! = I wy + w* Baan. 


Or la somme w* Benne reste invariante par un changement 
quelconque de la base 7i accompagné du changement corrélatif de 
la base On: or les 71 et les w' se transforment de la méme maniére 
(invariance de Xu‘ w' et de Sub m). On sait d’autre part qu’une 
forme bilinéaire alternée, quand on effectue sur les deux séries de 
variables une méme substitution linéaire, peut toujours se ra- 
mener 4 une forme normale, qu’on peut écrire ici 


1— 2—> > 4—> 
W Tg — Wy + Ww 4g— Ww gt: +4 nf — wn 


On aura donc, par un changement de base approprié, les for- 
mules de transformation 


> > i —> —> =>. — — 
= 0, — Na» 6. — 9, kere i) 34-175 e914 — A2q, 


ae > 
Bag — Deg + N2q-1 5 
on a du reste nécessairement p= 2g, sans quoi le vecteur non 


. Pa eee . . . BY - 
isotrope 4p + 7p serait invariant. Chacun des espaces a 4 di- 
mensions & forme fondamentale non dégénérée, engendrés 


> eo ae rc > Saliiien aiiiiee: aie 
par les vecteurs (7, 72, 91, 52), (7% 3, %4, 93, 9), ete., est invariant 
par l’opération considérée. Il suffit donc de démontrer qu’elle se 
traduit sur chacun d’eux par 4symétries au plus. Prenons la pre- 
miére, dont la forme fondamentale est 


ull + ur? ; 
la rotation (ou retournement) se traduit par 
i Age 
(w?)’ = yt + wy, (u*)’ = y2 — ql, (w1)' = wy}, (w?)’ = w?; 


comme le déterminant est + 1, c’est une rotation. On constate 


LEGONS SUR LA THEORIE DES SPINEURS 17 


sans difficulté qu’elle résulte des symétries successives associées 
aux quatre vecteurs non isotropes 


ma 0g; “GAD, omy tong + (1—)%, 
> —- f 4\— 
Ta + ne +(4 at =) 8m 
on ~ est un coefficient différent de zéro et de 1. Le théoréme est 
done démontré. 
Dans lecas d’espaces euclidiens réels, la démonstration précé- 


dente ne fait intervenir que des vecteurs réels sous la seule condi- 
tion de prendre a réel. 





11. Continuité du groupe des rotations. — Nous allons démontrer 
que dans l’espace complexe et dans l’espace réel 4 forme fondamen- 
tale définie le groupe (+) des rotations est continu. Cela signifie 
que toute rotation peut étre reliée 4 la transformation identique par 
une suite continue de rotations. Il suffit dele démontrer pour une 
rotation résultant de deux symétries. Soient deux symétries 
associées 4 deux vecteurs unitaires a et b; on peut si n > 3 
trouver au moins un vecteur unitaire Pe perpendiculaire a aeta b; 
considérons la suite continue de rotations résultant des symétries 
associées aux vecteurs unitaires 


—>- —- mae on aati > ae 
a’ =acost+ csint, b’ = beost + csint, 
pi3 e . T 
ou ¢ désigne un paramétre réel variant de 0a 53> pour t = 0 on 
ala rotation donnée et pour t = 5 la rotation résultant de la 
5 . . a 
méme symétrie (associée a ¢ ) effectuée deux fois de suite, c’est-a- 


dire la rotation identique. 


TukorimMe. — Dans l’espace euclidien complexe et dans l’espace 
euclidien réel & forme fondamentale définie positive, les rotations 
(réelles dans le second cas) forment un groupe continu. 





(1) Dire que les rotations forment un groupe, c’est exprimer la double 
propriété suivante de l’ensemble des rotations : 
1° le produit de deux rotations est une rotation ; 
2° chaque rotation correspond une autre rotation inverse de la pre- 
miére. 
Ere CARTAN, 2 
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Nous allons 





12. Rotations propres et rotations impropres. 
montrer que dans un espace pseudo-euclidien réel (& forme fon- 
damentale indéfinie), le groupe des rotations n’est pas continu, 
mais se décompose en deux familles continues distinctes, que nous 
appellerons la famille des rotations propres et la famille des rota- 


tions impropres. 


Lemme I. — Deuz vecteurs unitaires d’espace peuvent toujours 
étre reliés par une suite continue de vecteurs unitaires d’espace. 
Prenons pour forme fondamentale 


F = 2? + 02 +-°-+ nn — 27n_ny1 — °° * — Dri 


Sg . . ’ 

Un vecteur d’espace réel x est défini par n nombres réels dont 

les n —h premiers peuvent étre regardés comme les composantes 
ame > . . , . 
d’un vecteur wu d’un espace euclidien réel Ena et les h derniers 
rf . . ’ 
comme les composantes d’un vecteur ¢ d’un espace euclidien réel 
saree > . Boi ee . 

Ex. Sile vecteur x est unitaire, on au?— ¢? = 1, ce qui permet de 
poser 


> => 
a 


u=ach 2, 


a étant un nombre réel, a et 6 deux vecteurs unitaires de En_» et 
En. Un autre vecteur unitaire d’espace x’ sera de méme défini 
par un nombre réel ~’ et deux vecteurs unitaires réels a’,b'. On 
pourra passer d’une maniére continue dex az’ 


> —- 
1° en laissant a et b fixes et faisant varier « d’une maniére 
continue jusqu’a @’ ; 
. Tg . . is . 5 < . 
2° en laissant b fixe et reliant dans En_» a aa’ par une suite 


continue de vecteurs unitaires réels ; 
. ‘rz * . — a . 
3° en Jaissant a’ fixe et reliant dans En b ab’ par une suite 


continue de vecteurs unitaires réels. 
Le méme Lemme s’applique évidemment a deux vecteurs uni- 
taires de temps. 


Lemme II. — La rotation résultant de deux symétries d’es pace 


[ou de temps] peut étre reliée a la rotation identique par une suite 
continue de rotations. 


Soit la rotation résultant des Symétries associées aux deux 


eae > —-> —> 
vecteurs unitaires d’espace u et ¢ , et soit # une suite continue de 
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. . . —s . 7 . 
vecteurs unitaires d’espace reliant u a ¢ ; la rotation résultant des 


’ . . . cael =f . on . 
symetries associées 4 wet v relie d’une maniére continue la rota- 
tion donnée a la rotation identique. 


Lemme III. — Dans toute rotation [ou retournement| le détermi- 
nant fonctionnel de x,', X',--+,%'n_n par rapport & ay, X,, -- , In—h 
est différent de zéro. 

Supposons en effet qu’il n’en soit pas ainsi. I] existe des valeurs 
non toutes nulles @,, a, ---, dn—n de 2, %, - ++, an—nannulant, dans 
les expressions de 2';, 2's, ---, X'n_nen fonction de 2,25, +++, Xn, 
ensemble des termes en 2,, 23, -- +, @n—n. Le transformé du vecteur 
(4, @, +++, @n—n, O,---, 0), qui est un vecteur d’espace, a alors ses 
n—h premieres composantes 2’,, 2's, ---,2'n—n toutes nulles: c’est 
donc un vecteur de temps, résultat absurde. 

Cela posé arrivons a la démonstration du théoréme. Remarquons 
d’abord que d’aprés le Lemme III deux rotations susceptibles 
d’étre liées Pune a l’autre par une suite continue de rotations 
donnent le méme signe au déterminant fonctionnel Ade 2, ---, 
xv'n_a par rapport a2z,, ---, ®n—n, puisqu’en passant de l’une a l’autre 
ce déterminant varie d’une maniére continue sans s’annuler. 
D’aprés le Lemme II les rotations résultant d’un nombre pair de 
symétries d’espace et d’un nombre pair de symétries de temps 
donnent a A le méme signe que la rotation identique, c’est-a-dire 
le signe +. Au contraire une rotation résultant d’une symétrie 
d’espace et d’une symétrie de temps peut, d’aprés le Lemme I, 
étre reliée par une suite continue de rotations a la rotation résul- 
tant des symétries associées aux vecteurs e et en; elle donne donc 
a A le méme signe que cette derniére rotation, signe qui 
est évidemment —. Une rotation résultant d’un nombre impair de 
symétries d’espace et d’un nombre impair de symétries de temps 
peut aussi étre ramenée a cette derniére par une suite continue de 
rotations. On a donc le théoréme suivant : 


TutoreEmMe. — Dans un espace pseudo-euclidien réel le groupe 
des rotations se décompose en deux familles distinctes : la premiére 
est formée par le groupe des rotations propres, résultant @un nombre 
pair de symétries d’espace et d'un nombre pair de symétries de temps ; 
la deuxiéme est constituée par Vensemble des rotations tmpropres, 
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résultant d’un nombre impair de symétries d’espace et d'un nombre 
impair de symétries de temps ; cet ensemble ne forme pas un groupe. 
Les rotations propres et impropres se distinguent par le signe 


du déterminant fonctionnel de 2’,, v/, --+, %'n-n par rapport 
A %4,%, +++, Inn, OU encore du déterminant fonctionnel de 
g'n—h41, ++, &'n par rapport a Gn—n41, +++, Ln. 


Nous considérerons plus loin ce que nous appellerons les retour- 
nements propres résultant d’un nombre impair de symétries d’es- 
pace et d’un nombre pair de symétries de temps. Ils sont caracteé- 
risés par la propriété du déterminant fonctionnel de z’n_a41, +--+, 2'n 
par rapport & @n—ay1, «++, an d’étre positif (tnvariance de Vorien- 


tation du temps). 





13. Cas des espaces pour lesquels h = 1. — Dans ces espaces toute 
rotation propre ou tout retournement propre est le produit de 


symétries d’espace. En effet soit ‘@ un vecteur unitaire de temps, 
z’ son transformé ; nous pouvons prendre x comme vecteur de 
base én ; le coefficient de wn dans xn étant positif, la composante 
z's de x’ est positive et supérieure a 1 et le produit scalaire Z -2' est 
donc inférieur & — 1. Le vecteura’ — aa pour carré scalaire 
sn GPa e Ibe eo 0; c’est donc un vecteur d’espace. On peut donc 


=>, > 
passer de z 4x’ par une symétrie d’espace et pour achever la rota- 


tion (ou le retournement) considérée, il suffira d’ opérer dans l’espace 


euclidien réel & forme fondamentale définie perpendiculaire az’, 
ce qui donnera n — 1 au plus de symétries d’espace. 


THEOREME. — Dans un espace dont la forme fondamentale est 
réductible a n — 1 carrés positifs et 1 négatif, toute rotation propre et 
tout reiournement propre résultent dun certain nombre < n de sy- 
méiries d’ espace. 


III. — MULTIVECTEURS, 


14. Volume de Phyperparallélépipéde construit sur n vecteurs, — 
Etant donnés, dans un espace euclidien En rapporté & un repére 
cartésien quelconque, n vecteurs rangés dans un certain ordre 
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a a 2 > . } 
Z, Y, 2,--+-+, t, considérons le déterminant formé par les compo- 


santes contrevariantes de ces vecteurs 


wig. ..gn 
MEE ee ethnsg 
th 72. tn 


étant donné que toute rotation se traduit par une substitution 
linéaire de déterminant 1 et tout retournement par une substi- 
tution linéaire de déterminant — 1, il en résulte que A se reproduit 
au signe prés quand on effectue sur les vecteurs une méme rota- 
tion ou un méme retournement. On pourrait aussi considérer le 
déterminant A’ construit avec les composantes covariantes des 
vecteurs ; ce déterminant A’ est égal au produit de A par le dé- 
terminant de la substitution qui permet de passer des composantes 
contrevariantes aux composantes covariantes, c’est-a-dire par g. 
D’autre part si on effectue le produit 


gig2. ++gn X4X>° ° "Xn 
AA = | YY? sy" | | YaYor--Yn | , 
ti ¢2...¢n t, tytn 


—>32 —_> > — —> 

£ BeYrrr Lek 

eet. Pit. —_> —> 
AA’ =| y°@ Y es 

ot. Dae —>2 

% «7 t-ye--t 


déterminant qui ne fait intervenir que les produits scalaires deux 
4 deux des vecteurs donnés. Pour n = 3 ce déterminant est le carré 
du volume du parallélépipéde construit sur les 3 vecteurs. II est 
naturel d’appeler hypervolume la racine carrée de ce déterminant 
pour n quelconque. On a done 
V2 = AA’ = gA’, 
d’ou 
V=VgA= At 
Ve 
Si Pespace est pseudo-euclidien réel, il pourra étre plus com- 


mode de poser 


— 1 
V == Aim A’; 
Viel Viel 
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le signe de A donne J’orientation du n-édre constitué par les n 
vecteurs, orientation qui est la méme que celle du repére cartésien 
si A est positif. 


15. Multivecteurs. — Considérons maintenant un systeme de p 
ee RLF THN . . * 
vecteurs x, y,---, 2 rangés suivant un certain ordre. Nous dirons 


qu’ils définissent un p-vecteur et nous conviendrons de dire que 
deux p-vecteurs sont égaux si la variété plane 4 p dimensions qui 
contient les p-vecteurs donnés est la méme pour les deux p-vec- 
teurs et si le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs 
est le méme, avec la méme orientation. Nous allons voir qu’un 
p-vecteur est complétement défini par les déterminants d’ordre p 
construits avec le tableau des composantes contrevariantes (ou 
covariantes) des p vecteurs. 

Soit en effet ¢ un vecteur variable : pour que ce vecteur soit 
dans un méme p-plan avec les vecteurs donnés, il faut et il suffit 
que les déterminants d’ordre p +1 construits avec le tableau 


H rath ANY 
yi y?---yn 
gi g@...gn 
tl ~2...4n 


soient nuls. En désignant par P“"*'” Je déterminant construit 


avec les p premiéres lignes et les colonnes i,, ly, +++, tp, On a les 
équations 


tapes: "tpt, __ tiePhis: **Upty +---+(— 1)Pt'etip4's aig oe 0 


On voit bien que pour que deux p-vecteurs de composantes P 
et Q soient situés dans le méme p-plan, il faut et il suffit que leurs 
composantes soient proportionnelles. 

Supposons cette condition réalisée et Qia 2 pai, ; le 
rapport algébrique des deux p- -vecteurs, rapport qui se conserve 
par projection, sera égal au rapport constant de leurs composantes, 
qui représentent les volumes de leurs projections sur les différents 
p-plans de coordonnées. 


Remarquons enfin que le carré V2 de la mesure du p-vecteur 
est égal a 


4 yh 
p! Pie ; ya ee 


LECGONS SUR LA THEORIE DES SPINEURS 23 


ou atone | désignent les composantes covariantes (détermi- 
nants construits avec les composantes covariantes des p-vec- 


teurs). On a en effet (n° 14) 


ora he ap — a , , 

MF; xy eo 2 Z Bret > rIY;- ‘ - rh zp 
2 Pi |) Pe —> +> ‘ 
VE cet ey ay Y° 2) =| YX ylyj---y*ze 


See ea TS SC Sk eRe re Se ee een SPE ore ee) ele) a a ale we i. wel SS 


BH pid x. ah 
= LiYj...2k a idl y' — y Pa EP 4---F, 
zi ge gk 


la somme étant étendue a tous les arrangements pa p des indices 
oe 

L’ensemble de n vecteurs peut s’appeler un n-vecteur; il a 
une seule composante contrevariante et une seule composante 
covariante. Chacune de ces composantes se reproduit changée 
de signe par un retournement. 


16. Multivecteurs isotropes. — Un p-vecteur est dit isotrope si 
son volume est nul sans que ses composantes soient toutes nulles, 
si de plus il n’est pas situé dans une variété plane 4 moins de p 
dimensions. Pour qu’un p-vecteur soit isotrope, il faut et il suffit 
qu’il existe dans son p-plan un vecteur perpendiculaire a tous les 
vecteurs du plan : ce vecteur étant perpendiculaire 4 lui-méme 
sera du reste isotrope. En effet si le volume du p-vecteur est 
nul, on peut trouver p constantes a, 6,---, 7 non toutes nulles 
satisfaisant aux équations 





re > > p> 
ax + BPy-r+---+yz-x=0, 
a —>2 ae 
ax-y+ Py +.--+yz-y=0, 


a oie Ce ole @ Ohe a ata BE ele 4 ere: 6 ee € 6 5 Fe B28 eR 


sare. — > 
celarevient adire qu’ilexisteunvecteurnonnula +6 y +--+ +y 2 


Py > —> =. i 
perpendiculaire aux pvecteurs x , y ,---, 2. Laréciproqueest vraie. 
On peut encore dire que le p-plan du p-vecteur est tangent a 
V’hypercone isotrope (lieu des droites isotropes) le long de la droite 


— > 
qui porte le vecteura z +--+: +y Z. 
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17. Multivecteurs supplémentaires. — Considérons un p-vecteur 
non isotrope; nous dirons qu’un (n— p)-vecteur est supplémentaire 
du p-vecteur sison (n-p)-plan est le lieu des droites perpendiculaires 
au p-plan du p-vecteur donné, si le volume du (n-p)-vecteur est égal 
& celui du p-vecteur, si enfin orientation dun-édre formé par les 
p vecteurs du p-vecteur donné et les n-p vecteurs du (n-p)-vecteur 
est positive. Nous remarquerons que le (n-p)-plan du (n-p)- 
vecteur cherché est bien déterminé et n’a aucune droite commune 
avec le p-plan du p-vecteur donné, sans quoi ce dernier serait 
isotrope. 

Supposons Pl?---p ~ 0, Les équations Hh exprmeny qu’un 


vecteur i est perpendiculaire aux p vecteurs x WE jonien Zz sont 
tate 0; taf =O, +> Ez = 0 = 
en éliminant f,, ts, ---, tp,,, on obtient la relation 
t,P12+-p 4 t,,,P@tD2-p 4... 4 tpPn83--p = 0): 
on obtient de méme 


HN aca 4 t. Engi PO*Dis---p a Fee + tnP13-- +» = 0, 


tpPP!2---D) 4. 1, ,POMIE-G-) 4... 4 p,Pnl2@-1) — 0, 
Telles sont les équationsdu (n-p)-plan du (n-p)-vecteur supplé- 
mentaire cherché. D’autre part si l’on désigne par Q:: Need 
2 
les composantes covariantes de ce (n-p)-vecteur, les équations 
de son (n-p)-plan sont 


ti Qiig “Inept tiQi, is. **In=p+y aan el ea 1)" ve Pree i 
en prenant successivement pour i,,i,, ---, tn_p,1, les combinaisons 
(1,p +1, p +2,---,n), (2,p+41,p+2,---, n), etc., et en iden- 
tifiant avec les équations précédemment obtenues du (n-p)-plan, on 
trouve qu’il y a_ proportionnalité entre les P%=*''? et les 
ete. i,» CN Supposant la permutation (i, i, --+ in) paire. 
On posera donc 


slal: 3° **in—p 


PharY = AQ). ‘ 
os. 'n? 


et aussi 


= = 2Q tp+itp+e°* 


tte: 


en exprimant que le p-vecteur et le (n-p)-vecteur supplémentaire 
ont méme mesure, on trouve Av. = 1; d’autre part le n-vecteur 


—— 
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formé par les vecteurs du p- -vecteur, puis les vecteurs du (n-p)- 


vecteur, a pour mesure 


: =P. a ht 
ol wi iyigt ssi 
Vg Il: gS AE aa Seay Ve SP ie ie 5 ‘s 


la somme étant étenduea toutes les combinaisons 1, i, -- - ip des 
indices p a p; cette mesure devant étre égale au carré de la mesure 


‘ 1 
du p-vecteur, on a) = a pv. = \/g, d’ou les formules 
§ 


hist ssp _ 
(10) \ P a 0 P= Ve EPR Al eee a 
P sig: *+lp = VgQirtiipts: Ris 
Remarque. — Nous avons supposé, pour définir le (n-p)-vecteur 





supplémentaire d’un p-vecteur donné, que ce dernier n’était pas 
isotrope ; mais les formules précédentes ont une signification 
générale et permettent d’étendre la définition a tous les cas 
possibles ; il peut ainsi arriver qu’un p-vecteur soit égal a son sup- 
plémentaire (si naturellement n = 2p). 





18. Somme de p-vecteurs. Considérons un ensemble de p- 
vecteurs ; nous pouvons convenir de regarder comme égaux deux 
tels ensembles si les sommes des composantes de mémes in- 
dices des p-vecteurs qui entrent dans l’ensemble sont les mémes 
pour les deux ensembles. En désignant ces sommes par les mémes 
notations que pour un p-vecteur, on a ce qu’on appelle les compo- 
santes de l’ensemble. On convient encore de dire que ces Cn? com- 
posantes définissent un p-vecteur ; les p-vecteurs définis primi- 
tivement sont dits p-vecteurs simples. On définit le supplémentaire 
d’un p-vecteur non simple par Iles mémes formules que pour un 
p-vecteur simple. Analytiquement un p-vecteur, dans son accep- 
tion la plus générale, peut donc étre défini comme l’ensemble de 
CaP nombres P“®**'” chacun comportant p indices distincts 
antisymétriques : cela veut dire qu’une permutation effectuée sur 
les indices laisse la composante invariante ou la change de signe, 
suivant que la permutation est paire ou impaire. 
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IV. — LES BIVECTEURS ET LES ROTATIONS INFINITESIMALES. 


Un bivecteur est défini par nn quantités ai = — a; la 


condition nécessaire et suffisante pour qu’un bivecteur soit simple 
est qu'il existe entre ses composantes les relations 


a‘iakh +. qaikgih +. aktqih (i, yb keh me AKA ees n). 


19. Rotations infinitésimales. — Les bivecteurs se présentent 
quand on considére une famille de rotations dépendant d’un pa- 
ramétre ¢t. Supposons espace rapporté 4 un repére cartésien 
(e,, eG . eh Les vitesses 4 un instant ¢ d’un point z de l’espace 
ont pour composantes des formes linéaires par rapport aux coor- 
données du point : soient en effet 


(aya at tyat 


les équations du mouvement, les x* désignant les coordonnées du 
point mobile a un instant initial ¢,. Supposons les fonctions x (¢) 
dérivables : la vitesse 4 linstant ¢ du point dont la position ini- 
tiale était (x) aura pour composantes 


oa HH 





or les x‘ sont des combinaisons linéaires des (z‘)', coordonnées 
du mobile 4 instant t : les v‘ sont donc des combinaisons linéaires 
de ces derniéres coordonnées. 

Soient, avec un léger changement de notations, 


v = atyak 


les formules qui donnent la vitesse & un instant ¢ du point qui a 
pour coordonnées z' a cet instant. La vitesse doit étre perpendi- 
culaire au vecteur d’origine O et d’extrémité x : on a donc 


rie = ahaa = aynrizk = 0: 


cela exige aij + aj = 0. Les atx sont donc les composantes mizxtes 
d’un bivecteur. 


On appelle rotation infinitésimale une rotation variable con- 
sidérée comme agissant dans un intervalle de temps infiniment 
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petit (¢,¢ + dt) et comme imprimant a tout point x un déplacement 


aaa “ < ——— — — ‘ 
élémentaire égal 40 x = ¢ dt, ¢ étant la vitesse a l’instant ¢. 
Toute rotation infinitésimale est donc définie par 


(11) dat = ate, 


les ax étant les composantes mixtes d’un bivecteur. Les rotations 


(n — 1) 
2 


infinitésimales dépendent linéairement de c paramétres. 


CHAPITRE II. 


TENSEURS; REPRESENTATIONS LINEAIRES DES GROUPES; 
MATRICES. 


I. — DEFINITION DES TENSEURS. 


20. Premier exemple d’une représentation linéaire. — Etant 
donné un espace euclidien En rapporté a un repére cartésien fixe 
(erie: . Nea): nous avons considéré les substitutions linéaires S 
quireprésentent l’effet produit sur un vecteur x par une rotation 
donnée ®. Ces substitutions linéaires jouissent de la propriété 
évidente que si les substitutions S et S’ correspondent aux rota- 
tions ® et R’, la substitution qui correspond a la rotation R’R 
obtenue en effectuant successivement f puis f’ est la substitution 
S'S obtenue en effectuant d’abord lasubstitution S, puis lasubstitu- 
tion S’. L’ensemble des substitutions S constitue ce que nous 
appellerons une représentation linéaire du groupe des rotations. 

Si l’on faisait un changement de repére, le nouveau repére ne 
résultant pas de l’ancien par une rotation ou un retournement, 
la rotation R qui se traduisait par une substitution linéaire S 
se traduirait par une autre substitution linéaire distincte T ; 
Pensemble des substitutions T constituerait une nouvelle repré- 
sentation linéaire du groupe des rotations. Mais il est clair qu’il y a 
une relation étroite entre ces deux représentations, qui représentent 
analytiquement les mémes opérations géométriques effectuées 
sur les mémes objets géométriques. Cette relation est la suivante : 
si les a sont les composantes d’un vecteur rapporté au premier 
repére et les y’ les composantes de ce vecteur rapporté au second 
repére, on passe des z' aux y par une substitution linéaire fixe ¢ ; 
chaque substitution T se déduit de la substitution S correspon- 
dante eneffectuant sur les variables x‘et leurs transformés (z')' une 
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méme substitution linéaire fixe, celle qui fait passer des x’ aux yi. 
D’une maniére plus précise on passe 


des y' aux 2? par la substitution «7 
des x‘ aux (z')’ par la substitution S, 
des (z*)' aux (y')’ par la substitution o ; 
par suite le passage des y‘ aux (y')' se fait par les substitutions 
successives o—', S, c, ce qu’on exprime par la formule 

T = oSc7}, 

Nous dirons que la représentation linéaire T du groupe des 
rotations est équivalente a la représentation linéaire S, et l’équiva- 
lence se traduit par l’existence d’une substitution linéaire fixe ¢ 
teile qu’a chaque substitution S de la premiére représentation 
corresponde la substitution ¢ S c— de la seconde. 


? 


21. Définition générale des représentations linéaires du groupe 
des rotations. — Soient deux vecteurs (') et (y’) rapportés a un 
méme repére cartésien et considérons les n? produits z‘y/; par une 
rotation ils subissent évidemment une substitution linéaire ¥, 
jouissant encore de la propriété que si & et &’ correspondent aux 
rotations R et R’, la substitution L’S correspond a R’R. Les n? 
quantités zy! fournissent donc une nouvelle représentation linéaire 
du groupe des rotations, tout a fait distincte des deux premiéres. 

D’une maniére générale une famille de substitutions linéaires S 
portant sur r variables u,, u,, ---, ur fournira une représentation 
linéaire du groupe des rotations si 4 chaque rotation f correspond 
une substitution S déterminée de telle sorte qu’au produit R’R de 
deux rotations corresponde le produit S’S des deux substitutions 
correspondantes. L’entier r s’appelle le degré dela représentation. 





22. Représentations équivalentes. — Deux représentations 
linéaires du groupe des rotations sont équivalentes : 

1° si elles ont le méme degré ; 

2° si on peut passer de la premiére a la seconde en effectuant 
sur les variables de la premiére une substitution linéaire ¢ fixe non 
dégénérée (4 déterminant non nul). 

Si S et T correspondent 4 & dans les deux représentations, on a 
donc Peary 


¢ désignant une substitution fixe. 
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Une représentation linéaire est dite fidéle si a deux rotations 
distinctes correspondent deux substitutions linéaires distinctes. 


23. Notion de tenseur euclidien. — On peut se demander si les 
variables uy, Us, «+, ur quifigurent dans une représentation linéaire 
du groupe des rotations sont susceptibles d’une interprétation 
concrete. On peut dire qu’un ensemble der nombres (1, Wg, - - -, Ur) 
constitue un objet et convenir que l’effet produit sur l’objet 
(u,, Ws, +-+,Ur) par la rotation ® est de l’amener en coincidence avec 
Vobjet (u',, ---, u'r) dont les composantes use déduisent des com- 
posantes ui par la substitution S qui correspond a ft. Cette con- 
vention est cohérente, parce que l’effet dela rotation K’ sur l’objet 
(u’) est le méme que celui de larotation R’R sur objet initial (vz). 
On pourrait du reste restreindre la famille considérée des objets (z) 
en imposant aux composantes u,, U2, ---, Ur de satisfaire a cer- 
taines relations algébriques fixes, 4 une double condition : 

1° les composantes u,, ---, ur des objets de la famille restreinte 
ne satisfont a aucune relation linéaire a coefficients constants ; 

2° les relations algébriques qui déterminent la famille res- 
treinte doivent rester invariantes par les substitutions S de la 
représentation linéaire. 

La famille d’objets ainsi obtenue sera dite un tenseur euclidien 
que nous conviendrons de dire attaché au point O. Deux tenseurs 
euclidiens seront dits équivalents s’ils proviennent de la méme 
représentation linéaire du groupe des rotations ou de deux repré- 
sentations linéaires équivalentes. | 

Par exemple le corps des vecteurs (d’origine O), le corps des 
vecteurs de longueur 4, le corps des vecteurs isotropes, constituent 
trois tenseurs équivalents ; sil’on représente chaque vecteur de 
l'un de ces corps par des composantes rapportées A un repere 
cartésien, le second corps est caractérisé par la relation ®(x) = 1. 
le troisieme par la relation ®(z) = 0, en désignant par P(x) la 
forme fondamentale. 

I] importe de remarquer que le tenseur est défini non par la 
nature des objets qui le composent, mais par le choix des com- 
posantes qui le définissent analytiquement. Par exemple un 


— —> 
couple de vecteurs opposés x et — x réels peut étre représenté ana- 


e 
lytiquement soit par les "+ 1) monomes xxi, soit par les 
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n+ 1 : 3 
mn int le + 8) monomes awzaviavka’ ; chacune de ces repré- 


sentations analytiques définit un tenseur euclidien, et ces deux 
tenseurs ne sont pas équivalents. 

Naturellement ce qui vient d’étre dit pour le groupe des rota- 
tions pourrait étre dit du groupe des rotations et des retourne- 
ments, mais il importe de remarquer qu'un tenseur pour le groupe 
des rotations n’est pas nécessairement un tenseur pour le groupe 
des rotations et des retournements : nous en verrons un exemple 
bient6t (n° 51). Il y aurait donc lieu de distinguer les tenseurs 
euclidiens au sens restreint, qui fournissent des représentations 
linéaires du groupe des rotations, et les tenseurs euclidiens au sens 
large, qui fournissent des représentations linéaires du groupe des 
rotations et des retournements. Dans un espace pseudo-euclidien 
réel, une classification plus poussée pourrait ¢tre faite, suivant 
qu’on considére le groupe des rotations propres, celui de toutes les 
rotations, celui des rotations et retournements propres, etc. 


24. Autre point de vue. — On peut se placer a un point de vue 
un peu différent, qui est du reste ceiui ou on se place d’habitude 
dans le calcul tensoriel. Reprenons les équations qui définissent 


2 


une rotation & appliquée 4 un vecteur x rapporté a un repére 
cartésien donné R. Les équations de la substitution S qui repré- 
sentent la rotation ® peuvent étre interprétées comme fournissant 
le passage des composantes x‘ du vecteur aux composantes (x*)’ 
du méme vecteur, mais rapporté au repére R’ qui se déduit de R 
par la rotation ®. Dans cette conception on envisage done la 
substitution S comme une opération de changement de coor- 
données, la substitution S étant celle qui définit la rotation faisant 
passer de ]’ancien repére au nouveau, telle qu’elle s’exprime analytt- 
quement quand on la rapporte a Vancien repére. Bien entendu il 
importe de remarquer que l’ancien et le nouveau repére sont 
égaux entre eux au point de vue du groupe des rotations. La re- 
présentation linéaire du groupe des rotations traduit donc les 
changements de coordonnées opérant sur les composantes d’un 
vecteur arbitraire, mais les différents systémes de coordonnées 
considérés n’étant pas des systémes de coordonnées cartésiennes ar- 
bitraires : ils doivent étre tous équivalents par rapport au groupe 
des rotations, les repéres correspondants etant directement égaux. 
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On pourrait considérer les formules qui donnent les changements 
subis par les composantes d’un vecteur quand on le rapporte a 
des repéres cartésiens variables absolument arbitraires. Les sub- 
stitutions linéaires ainsi obtenues ne fournissent pas une représen- 
tation linéaire du groupe des rotations, mais d’un groupe plus 
large, le groupe des rotations affines; elles se traduisent par des 
substitutions linéaires absolument arbitraires. De ce point de vue 
le vecteur, le p-vecteur sont des tenseurs affinés, en ce sens qwils 
fournissent des représentations linéaires du groupe des rotations 
affines. C’est ainsi du reste qu’ils sont envisagés dans le calcul 
tensoriel classique. 


Il. — ALGEBRE TENSORIELLE. 


La notion de tenseur peut étre généralisée a un groupe quel- 
conque G ; un tenseur relatif 4 G peut étre défini par une repreé- 
sentation linéaire de G, mais les étres que représente ce tenseur 
peuvent étre susceptibles de plusieurs interprétations concrétes. 

Quel que soit le groupe G envisagé, le calcul tensoriel comporte 
certaines opérations simples et satisfait 4 certains théorémes géné- 
raux que nous allons rapidement indiquer. 


25. Addition de deux tenseurs équivalents. — Etant donnés 
deux tenseurs équivalents de composantes 2’, ---, z ety’, ---,y’, 
ces composantes étant choisies de maniére qu’a une opération 
quelconque de G corresponde la méme substitution linéaire sur 
les variables z‘ et les variables y‘, on appelle somme des deux 
tenseurs le tenseur de composantes z‘ + y'; cette somme cons- 
titue un tenseur équivalent aux tenseurs donnés. Plus générale- 
ment les quantités mz + ny’, ou m et n désignent deux constantes 
fixes, définissent un tenseur équivalent aux tenseurs donnés. 


26. Multiplication de deux tenseurs quelconques.— Etant donnés 
deux tenseurs, équivalents ou non, de composantes 21, 2, ---, a7 et 


y', y®,---, y’, on appelle produit de ces tenseurs le tenseur de com- 
posantes 2 y/. 








27. Quelques théorémes fondamentaux. THEOREME I, — 
Sovent x, x,--+, at les composantes d’un tenseur, yy, Yo, +--+, yr des 
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variables qui se transforment par les opérations du groupe G de ma- 
niére @ laisser invarianie la somme xiyi; les r quantités yi défi- 
nissent un tenseur dont la nature ne dépend que de la nature du 
premier tenseur (+). 
En effet soient 

(2*)' = ai,rt 
les substitutions linéaires que subissent les composantes 2‘ par 
une opération de G; les transformations yi y'i subies par les 
quantités yi satisfont 4 lidentité 

aiyaky;' = xkyx, 
dou 

Ye = axy's 5 
il en résulte que les y’:se déduisent des ys par une substitution 
linéaire, qui ne dépend que de la substitution linéaire effectuée 
sur les i. Cc. Q. F. D. 


THEeorEME I[I.— Soient x, x?, -- -, a les composantes d’un tenseur, 
yt, y?, ---, y’ des quantités qui se transforment par les opérations 
du groupe G de maniére que les h expressions 


24 = Ck LYK (2 a5 1; 2, ee h) 
se tranforment comme les composantes d’un tenseur: dans ces con- 
ditions les hr quantités ChYy (herd ide ee, Fis cepa 1, ieee) 
forment un tenseur dont la nature ne dépend que de la nature du ten- 
seur (x) et du tenseur (z). Le degré de ce tenseur est égal au nombre des 
formes linéaires c',y* indépendantes. 


Supposons en effet que, par une opération de G, les 2! et les zx 
subissent les substitutions linéaires 


(2*)' = aia’, 
‘ r 
24 — by : 
on aura 
od MR pe ee oe: 
Cig it Y = b,C5 2 Yp 
d’ou 


chaiy, = dacnye (2 = 1,2,---,h3j=1,2,+°°,7)- 


Ces équations peuvent étre résolues par rapport aux quantités 


(1) Nous disons que deux tenseurs sont de méme nature s’ilssont équivalents. 


Eviz CARTAN, 3 
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ci y', qui sont alors exprimées linéairement au moyen des 


CF ps €.. 0. Fad. 


28. Applications. — Nous avons vu (n° 19) que toute rotation 
(n — 1) 


infinitésimale dépendait de e 5 


tesse “i: du point zi étant le vecteur 


quantités aij = — aji, la vi- 


Oi = Aint. 
Nous avons dit que les quantités aj pouvaient étre regardées 
comme les composantes d’un bivecteur. En réalité nous ne 
Vavions pas démontré ; nous ne nous étions pas assurés que les ai 


> 
par une rotation appliquée simultanément au vecteur x et asa 
= . 
vitesse se transformaient comme les composantes d’un bivec- 


> 
teur. Or considérons un vecteur arbitraire y et le produit sca- 
aad 
laire y-v = ax y' x’. Cette somme est un invariant ; d’autre part 


les quantités y‘z* constituent un tenseur, donc il en est de méme 
des aix (Théoréme I) et la loide transformation des ax ne dépend 
que de la loi de transformation des y‘z'. D’autre part soient 


‘u et 9 deux vecteurs arbitraires, la somme 

(UiPe — Vite)y'x® = uiy'opx*® — oyytugr® 
est un invariant : done les quantités uivx — viue se transforment 
comme les ax et elles constituent les composantes d’un bivecteur 


simple : donc la rotation infinitésimale constitue un tenseur équiva- 
lent ad un bivecteur. 


III. — TENSEURS IRREDUCTIBLES ET TENSEURS REDUCTIBLES. 


29. Définitions. — Un tenseur relatif 4 un groupe G est dit 
réductible si, étant & r composantes Uy, Uy, «++, Ur, il est possible de 
former <r combinaisons linéaires, a coefficients complexes 
constants, de ces composantes, qui possédent pour elles-mémes 
le caractére tensoriel, c’est-a-dire qui soient transformées linéai- 
rement entre elles par toute opération du groupe G. 

Tout tenseur qui n’est pas réductible est dit irréductible. 

Un tenseur est dit complétement réductible s’il est possible, au 
moyen d’un changement linéaire préalable effectué sur les com- 
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posantes, de partager celles-ci en un certain nombre de suites 


Ty, Ug, ***, Lp 5 
Yur Yar *y Yo 
44) 22, ? Sr 5 


de telle sorte que les composantes de chaque suite soient trans- 
formées linéairement entre elles, et cela d’une maniére irréduc- 
tible. 

fl est clair que si un tenseur est irréductible, tout tenseur équi- 
valent est également irréductible ; il en est de méme ence qui 
concerne la compléte réductibilité. 

Un tenseur relatif 4 un groupe G fournissant une représentation 
linéaire du groupe G fournit par cela méme une représentation 
linéaire de tout sous-groupe g de G; il est donc aussi un tenseur 
relatif 4 g ; s’il est irréductible par rapport a G, il est évidemment 
aussi par rapport a g, mais la réciproque n’est pas toujours vraie. 
Nous avons déja cité exemple ou G est le groupe des rotations 
et des retournements, g étant le groupe des rotations. 


30. Un critére dirréductibilité. — On peut présenter la notion 
d’irréductibilité d’une autre maniére. Regardons les r composantes 
du tenseur considéré comme les composantes d’un vecteur dans 
un espace a r dimensions. Si le tenseur donné est réductible, c’est 
qu'il existe p <r combinaisons linéaires des r quantités ui qui 
se transforment linéairement entre elles par l’effet des opérations 
de G. Cela revient 4 dire que la variété linéaire (II) passant par 
Yorigine obtenue en annulant ces p formes est invariante par les 
opérations de G. Réciproquement si G laisse invariante une 
variété linéaire (II) passant par lorigine, les premiers membres 
des équations linéaires qui définissent (II) sont transformés 
linéairement entre eux par les substitutions S et le tenseur est ré- 
ductible. Pour qu’un tenseur soit irréductible, it faut donc et ul 
suffit que les substitutions S ne laissent invariante aucune varvété 


linéaire passant par Vorigine. 





31. Une propriété des tenseurs irréductibles. — On peut déduire 
de 1a une propriété des tenseurs irréductibles qui nous sera utile 
plus loin. Représentons encore chaque tenseur particulier du 


Cs ‘ 
corps considéré de tenseurs par un vecteur wu d’un espace Er ar 
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dimensions. On n’obtient pas nécessairement ainsi tous les vec- 
teurs de Er, mais comme il n’existe aucune relation linéaire et 
homogéne entre les composantes w,, Us, - - -, ur des tenseurs ducorps, 
tout vecteur de E, peut étre obtenu comme combinaison linéaire 
de vecteurs représentatifs des tenseurs du corps. Cela posé sup- 


posons le tenseur irréductible et appliquons au vecteur u, repré- 
sentatif d’un tenseur particulier du corps toutes les opérations de 
G. Nous obtenons une certaine famille de vecteurs. Ces vecteurs 
ne peuvent pas étre tous dans une méme variété linéaire (II) passant 
par l’origine. Si en effet, ce qu’on peut naturellement supposer, (II) 


—> 
est la plus petite de ces variétés linéaires, tout vecteur u de la 
variété (II) est une combinaison linéaire d’un certain nombre 
de vecteurs de la famille, par exemple des vecteurs qui se dé- 


duisent de u, par les substitutions S,, S,, ---,Sp. Sion applique ace 
vecteur u l’opération de G qui se traduit par la substitution S, 
on obtiendra la méme combinaison linéaire des vecteurs SS, Uys 
Soa --, SSp up, vecteurs tous par hypothése situés dans (II). 


Par suite les substitutions S laissent invariante la variété (II) et 
cela n’est possible, le tenseur étant irréductible, que si la variété 
(II) est confondue avec l’espace tout entier. reas bite fit I 





32. Probléme. — Soit un tenseur irréductible & r composantes 
Uy, Us, *-+, Ur. Est-il possible de faire un changement linéaire de 
composantes (changement de base) de telle sorte que les nouvelles 
composantes subissent, par toute opération du groupe G, la méme 
substitution linéaire S que les anciennes ? Soit z la substitution 
linéaire qui fait passer des anciennes composantes aux nouvelles : 
on doit avoir, pour toutes les substitutions S, 


(1) sSol=S§ ou a9: = So, 
I] existe toujours dans l’espace Er des vecteurs w un vecteur 


Uy que l’opération o reproduit multiplié par un nombre m. 
Soient en effet 
04 = cikug 


les 6quations qui définissent ¢ ; nous avons a chercherr nombres u; 
satisfaisant a 


cfu, = Mui (z = i 2, Burren a); 
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Cela est possible sous la seule condition que le déterminant 


of cae m of cy" 
c,} er = m Cor 
Cri C2 eee Cr” — Mm 


soit nul : il suffira de prendre pour m une racine de ce polynome. 
Cela posé l’existence de la relation 


—> > 


et des relations (1) entraine 


o(Sug) = S(su,) = m(Sus) ; 


. . 4 
Popération ¢ reproduit donc les vecteurs Su,en les multipliant 
par m. Mais le tenseur étant irréductible, tout vecteur de l’es- 


. . . , . ag . 
pace E, est une combinaison linéaire des vecteurs S u, et par suite 
se reproduit multiplié par m. On a done # = mui. 


THEOREME. — Le seul changement linéaire de variables qui 
laisse invariantes toutes les substitutions dune représentation 
linéaire irréductible dun groupe G consiste a multiplier toutes ces 
variables par un méme facteur constant m. 


33. Recherche des tenseurs irréductibles qu’on peut extraire 
d’un tenseur complétement réductible. — Appliquons ce qui pré- 
céde a la résolution du probléme suivant. Soit un tenseur com- 
plétement réductible par rapport 4 un groupe G. Supposons par 
exemple que par un choix convenable des composantes il se dé- 
compose en cing tenseurs irréductibles dont les trois premiers 
soient équivalents entre eux, ainsi que les deux derniers. Dési- 
gnons respectivement par 


Hy, Tq, °°", Up, 
Yis Yor ***s Yo» 
Zyy Bq, °°" Spy 
Uy, Ug, ***, Ug, 
Y1, Vo,°**, %gs 


les composantes de ces cing tenseurs. Nous pouvons supposer les 
composantes zi, yi, zi choisies de telle maniére que les substitu- 
tions linéaires subies par les zi, yi, zi soient identiques : de méme 
pour les ui et les 0%. 
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Cela posé cherchons tous les tenseurs irréductibles qu’on peut 
extraire du tenseur complétement réductible donné. Les com- . 
posantes d’un tel tenseur seront des combinaisons linéaires des 
UM, Yi, 24, Ui, Vi. Soit 

Lax + Eby; + Teer + Thu, + Tigre 


une de ces composantes. Si l’un des coefficients ai est différent 
de zéro, il est impossible que toutes les composantes 2; fassent 
défaut dans une autre des combinaisons linéaires qui constituent 
le tenseur cherché : sinon en effet l’ensemble de toutes les combi- 
naisons linéaires ol ne figure aucune des lettres xi posséderait 
par lui-méme le caractére tensoriel. Les différentes quantités 
Yaia: d’autre part se transforment linéairement entre elles, 
et comme les a forment un tenseur irréductible, il en résulte que 
le tenseur cherché contient exactement p composantes indépen- 
dantes qui peuvent étre mises sous la forme 


2 ie waa 

To es ve 

Up ae 
les points représentant des combinaisons linéaires des variables 
yi, Zi, Ui, vi. Les p combinaisons linéaires des yi qui y figurent 
(& supposer qu’elles ne soient pas toutes nulles) se transforment 
alors comme 2, 2, ---,Zp; par suite (n° 32), elles sont nécessaire- 
ment de la forme my,, my,, ---,myp. Résultat analogue pour les 
combinaisons linéaires des zi. Quant aux variables ui, elles ne 
peuvent figurer, car les p combinaisons linéaires qui figureraient 
se transformeraient entre elles comme les zi: il faudrait donc 
q = p et de plus que les ui forment un tenseur équivalent aux 2, 
contrairement 4 l’hypothése. 





34. Application. Déduisons de ce qui précéde un résultat 
important. Supposons qu’on ait une classe d’objets transformés 
entre eux par les opérations du groupe G, et qu’on puisse attacher 
a chaque objet de la classe un certain nombre r de quantités wz de 
telle sorte 

1° que par toute opération de G les wa subissent une substitu- 
tion linéaire déterminée S ; 

2° que les substitutions linéaires S fournissent une représen- 
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tation linéaire de G. Peut-il exister entre les uz une ou plusieurs 
relations linéaires 4 coefficients constants ? 


9 a . a . . 
L’hypothése revient a dire que dans un certain espace Ey ar 
. . — . . 
dimensions les vecteurs x définissent par leursr composantes rz 
f a 
un certain tenseur G. Les vecteurs u attachés aux objets de la 


classe forment seulement une partie des vecteurs a de Er. Mais les 
substitutions S les transforment entre eux : par suite le plus petit 


sous-espace linéaire contenant les vecteurs ‘W est invariant par les 
substitutions S. Les premiers membres des équations qui défi- 
nissent ce sous-espace constituent donc un tenseur, extrait de &. 
Par suite les relations linéaires qui existent entre les w, s obtiennent 
en annulant toutes les composantes dun certain tenseur extrait de 
G. 

Supposons par exemple que le tenseur © se décompose en trois 
tenseurs irréductibles équivalents entre eux et supposons que les 
composantes 


‘ TZ; Lo,** *5 Xo, 
Yi, Yar **> Yes 
21> Zo; Ae xe Zo, 


de ces trois tenseurs aient été choisies de maniére que les 2, les y 
et les zi subissent la méme substitution linéaire par toute opéra- 
tion de G. Les relations cherchées s’obtiendront en écrivant un ou 
plusieurs systémes de p relations de la forme 


axi + byi + cz = 0 (gael ahs aa, ), 


a, b, c étant des coefficients constants. 


35. Un théoréme remarquable. — Appliquons le résultat pre- 
cédent a la démonstration d’un théoréme célébre. 


TukorEME DE BurnsIvDE (1). — Il ne peut exister aucune relation 
linéaire a coefficients constants entre les coefficients des différentes 
substitutions S formant une représentation linéatre irréductwble 
d’un groupe G. 

Soit une représentation linéaire de degré n dont nous désigne- 





London Math. Soc. Proc. 3, 1905, p. 430. 
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rons par ui les coefficients de la substitution générique S : 
x's = uae (¢ = 1, 2,-°+; .n). 

Si A est une substitution particuliére dela représentation, S’ = 

AS en sera une autre et on passe des wif aux (ui’)’ par des relations 
(2) (ui?)’ = a* uy! 
A chaque opération a de G correspond donc une substitution 
linéaire (2) portant sur les n? quantités ui; cette substitution 
linéaire constitue une représentation linéaire du groupe G; car 
aux opérations successives a et b de G correspondent les opéra- 
tions successives 


SAS) S'S BS es (BAS: 


Cela posé nous sommes dans le cas d’application du théoréme 
du numéro précédent. Or si dans les équations (2) on donne a 7 
une valeur fixe, on voit que les quantités w,’, w,/, ---, un’ se trans- 
forment comme le font les variables du tenseur donné par I’effet 
de la substitution A; comme le tenseur donné est irréductible, 
il en résulte que le tenseur ui se décompose en n tenseurs irré- 
ductibles, équivalents entre eux. Par suite toutes les relations 
linéaires entre les ui s’obtiendront en écrivant un ou plusieurs 
systémes de n équations de la forme 


mui + Meu? + +++ + Mn” =*(} i= 1; 2,°-+, 1), 


les mz étant des constantes. Mais de telles relations sont impos- 
sibles, car le déterminant dela substitution S serait nul. Le théo- 
réme est donc démontré. 

Prenons par exemple le groupe des rotations du plan réel appli- 
quées aux vecteurs : 


LY = 2£ cosa2—ysin a, 


/ 


y =2sna+ycosa; 


comme les coefficients dela substitution ne sont pas linéairement 
indépendants, le vecteur ne peut étre un tenseur irréductible. 
En effet il se décompose dans les deux semi-vecteurs 4 1 compo- 
sante x + ly et x — ty. 


36. Un critére W@irréductibilité. — Nous pouvons déduire du 
théoréme de Burnside un critére d’irréductibilité d’une repré- 
sentation linéaire. 
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THEOREME. — Pour qu'une représentation linéaire d’un groupe G 
quelconque soit irréductible, il faut et il suffit qwil nexiste aucune 
relation linéaire a coefficients constants non tous nuls entre les coeffi- 
cients des différentes substitutions qui définissent la représentation 
donnée. 

La condition est nécessaire d’aprés le théoréme de Burnside. 
Elle est évidemment suffisante, carsielle est remplie, on ne peut 
extraire du tenseur donné 6 de degré r aucun tenseur 6’ de degré 
inférieur p, car si on prenait comme p premiéres composantes de 
base de © celles de G’, les coefficients des r—p derniéres variables 


dans les premiers membres des p équations de la substitution S 
seraient tous nuls. 


IV. — MATRICES. 


37. Définition. — Toute substitution linéaire S portant sur n 

variables xi, soit 
zs = atx (trad ys 3 alk) s 

peut étre représentée par une matrice ou tableau carré a n lignes 
et n colonnes des coefficients de la substitution. Nous désignerons 
encore cette matrice par la notation S. Si l’on effectue sur les 
variables transformées par S une nouvelle substitution S’ 

x"; = biFa's, 
la substitution résultante S’’ = S/S est définie par les formules 

x”; = bazy*xp. 

On en déduit une loi de composition des matrices, les éléments 
ci de la matrice S”’ = S’S étant 

ci = dita; 

Plus généralement on peut considérer des matrices rectangu- 
laires et définir le produit S’S par les formules précédentes, a con- 
dition que le nombre des colonnes de S' soit égal au nombre des 
lignes de S. En particulier si ’on représente par # la matrice a n 
lignes et 1 colonne dont les éléments sont 2, %_, -+*, an, et pars’ 
la matrice analogue résultant d’une substitution S, on a 


a’ = Sez. 


38. Addition, multiplication par m.— On appelle somme de 
deux matrices S et S’ ayant les mémes nombres de lignes et de 
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<a 


colonnes, et on désigne par S+S’, la matrice dont les éléments 
s’obtiennent en ajoutant les éléments de mémes rangs de S et 
de S’. 

Le produit par un nombre md’une matrice S, que nous désigne- 
rons par mS, est la matrice obtenue en multipliant par m les diffé- 


renis éléments de S. 


39. Remarque sur le calcul d’un produit de matrices. — Il 
importe de faire ici une observation relative au calcul du produit 
S'S de deux substitutions linéaires. On pourrait étre tenté, pour 
obtenir la variable x’; résultant de la substitution S'S, de calculer 
d’abord la variable x'i= ai* zx résultant dela substitution S, puis, 
dans la forme linéaire en 2,,---, 2. ainsi obtenue, de remplacer 
chaque 2 par sa transformée par S’, c’est-a-dire par bi*xn. Mais le 
résultat serait faux ; on aurait en effet 

x"; = aj bean, 
au lieu de 
5, = dag axy. 

On voit facilement que si lon veut employer le procédé précé- 
dent, il importe d’appliquer les opérations S’S dans l’ordre inverse 
de lordre indiqué, en effectuant d’abord Vopération S’, puis 
Popération S. Le résultat serait analogue pour le produit d’un 
nombre quelconque de substitutions. 


40. Matrices transposées, matrices inverses. — On appelle 
matrice transposée d’une matrice S, et on désigne par S*, la matrice 
qui se déduit de S par l’échange des lignes et des colonnes. La 
matrice x* est donc la matrice a1 ligne et n colonnes d’éléments 
Bi, ages cline 

L’égalité S’’ = S'S subsiste quand on remplace chaque matrice 
par sa transposée, mais sous la forme 

eS oe 
en particulier la formule x’ = Sz peut s’écrire z’* = x*S*. 

On appelle matrice inverse d’une matrice carrée donnée S de 
déterminant non nul, et on désigne par S,la matrice représenta- 
tive de la substitution linéaire inverse de la substitution repreé- 
sentée par S. On a 


SS7t = S718 = if 
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en désignant par 1 (quand aucune ambiguité n’est 4 craindre) la 
matrice dont tous les éléments sont nuls sauf ceux de la diagonale 
principale égaux a 1. On a, quelle que soit S, 

13," SL Ss 0, 


On appelle matrice diagonale une matrice carrée dont tous les 
éléments non situés sur la diagonale principale sont nuls. 





41. Matrices semblables. Nous avons vu (n° 20, 22) que si 
dans une substitution linéaire S on fait subir aux variables primi- 
tives et aux variables transformées une méme substitution linéaire 
A, on obtient la substitution ASA. Nousdirons d’une maniére 
générale que la transformée de la matrice carrée S par la maitrice 
carrée A de déterminant non nul et de méme ordre est la matrice 
S' = ASA ; nous dirons encore que les matrices S et ASA 
sont semblables. 

Deux matrices carrées semblables ont le méme déterminant. 
La matrice transformée de S’S par la matrice A est le produit des 
matrices transformées de S et de S’ : cela résulte de légalité 


A(S‘S)A7! = (AS’A~})(ASA“). 


De méme l’inverse de la transformée de S est la transformée de 
linverse de S, comme cela résulte de la relation 


(ASA-1)(ASA-1)-2 = (ASA73)(AS"1A-1) = ASS71A7? = 1. 


42. Equation caractéristique. Valeurs propres. — On appelle 
éguation caractéristique d’une matrice carrée S l’équation en / 
obtenue en annulant le déterminant de la matrice S — 4 qu’on 
obtient en retranchant ? de tous les éléments de la diagonale prin- 
cipale (ou la matrice carrée de méme ordre que S produit de d par 
la matrice unité). Les racines de l’équation caractéristique sont 
les vabeurs propres de la matrice S. 

Deux matrices semblables S et ASA ont la méme équation 
caractéristique. Cela résulte des relations 

ASA“1— = A(S —)A7, 
d’ou 
PASA =| = {A} |S—1]] At} =|S—4}]- 

Dire que }, est une valeur propre de S, considérée comme repré- 

sentant une substitution linéaire dans un espace vectoriel En, 
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Fe * 
c’est dire qwil existe un vecteur z non nul tel que S reproduise ce 
vecteur multiplié par Ay : 


43. Matrices unitaires. — Une matrice carrée 4 éléments com- 
plexes U est dite unitaire si la substitution linéaire qu’elle repré- 
sente laisse invariante la somme des carrés des modules des 
variables, ou encore le produit zx ou x est la matrice a 1 colonne 
et n lignes complexe conjuguée de x. Or on a 


2*2' os 2*U*Uz . 
la condition pour qu’une matrice carrée soit unitaire est done 
UU =1 ou U* =U?: 


la trans posée de la complexe conjuguée de U est égale a V'inverse de U. 


THEOREME. — Toute matrice unitaire est transformable par une 
matrice unitaire de maniére a devenir diagonale avec des éléments 
tous de module 1. 

Avant de démontrer ce théoréme, convenons de définir le pro- 
duit scalaire de deux vecteurs x et y par la quantité x*y. Ce pro- 
duit scalaire se change en son conjugué quand on change l’ordre 
des vecteurs : le carré scalaire d’un vecteur est égal 4 la somme 
des carrés des modules de ses composantes: il ne peut done étre 
nul que si le vecteur est nul. Deux vecteurs sont dits rectangu- 
laires si leur produit scalaire est nul. Remarquons enfin que toute 
matrice unitaire U laisse invariant le produit scalaire de deux vec- 
teurs : on a en effet 

ality! = 2*U*Uy = a*y. 
Cela posé soit A une valeur propre de U : il existe un vecteur x 
non nul que la matrice U reproduit multiplié par >} : 
Us shes 
par transposition et passage au complexe conjugué, on en déduit 
2*U* ae dz", 
d’ou par multiplication 
a*U*Ur =2*2 = z*s, dow M=4. 


Toutes les valeurs propres de U sont donc de module égal a 1. 
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? , 
Remarquons d’autre part que la transformée de U par une ma- 
trice unitaire C est encore unitaire : 


(GUG-1)" Ane C*-10 *G* = ClisCr3 a (CUC"1)-1. 


la ° . =I4 
Désignons maintenant par e, un vecteur, qu’on peut supposer 
unitaire, que la matrice U reproduit multiplié par 2, ; la matrice 
U laisse Pend le sous-espace lieu des vecteurs Petraes 


laires a s ; il existe dans ce sous-espace au moins un vecteur rs 
qu’on peut supposer unitaire, que U reproduit multiplié par ),.. 
La matrice U laisse invariant le sous-espace lieu des vecteurs per- 


. . a SBA aa . . . 
pendiculaires 4 e, et e,; dans ce sous-espace il existe au moins 


> 
un vecteur e,, qu’on peut supposer unitaire, que U reproduit mul- 
tiplié par 2,, et ainsi de suite. On arrive ainsi 4 une nouvelle base 


—> 
€1, €:, +++, n. Tout vecteur est de la forme 


— > > 
Yre1 Te Yale Tes + Ynens 
et on vérifie facilement que le carré scalaire de ce vecteur est 


WY +--+ + ynyn; latransformation C qui fait passer des xi aux ys 
est donc unitaire, et la matrice U’ agissant sur les yi, qui est trans- 


—> 

formée de U par C, transforme le vecteur Syiei en Lriyier: elle est 

donc diagonale, ses éléments étant les );, tous de module égal a 1. 
C.Q.F.D. 


44, Matrices orthogonales. — Une matrice carrée O est dite 
orthogonale si la substitution linéaire qu’elle représente laisse inva- 
riante la somme des carrés des variables, ou encore la quantité 
xz*x. L’égalité 

<O"On' = 2°2 
donne 
Od 8 re ou este (2s 
la iransposée d’une matrice orthogonale est égale a son inverse. 
Si la matrice orthogonale est 4 éléments réels, elle est unitaire. 


La réduction faite au numéro précédent introduisait n vecteurs 


— > 
é,, +++, én, imaginaires sila valeur propre correspondante est imagi- 


naire, eer si elle est réelle (égale alors 4 + 1) ; de plus la somme 
des carrés des pgyules de leurs composantes était égale a 1. Pre- 


nons l’un d’eux, e par exemple, et supposons-le imaginaire 
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> ie 4 > 7 , 
Bikes 4 Lue Bags: i, tant réels. On voit que 7, et 1, sont deux vee 


teurs unitaires réels orthogonaux, et l’on a 
On, = Cos an, — SIN ayo, 
On, = sin ay, + COS arp. 


La matrice O laisse invariante la variété linéaire lieu des vec- 


> = 
teurs perpendiculaires 4 7, et y,; de plus elle transforme les vec- 
teurs de cette variété d’une maniére orthogonale. On pourra donc 


i > 
trouver deux vecteurs unitaires y, et 7, orthogonaux entre eux 


ainsi qu’a ee et a transformés d’une maniére analogue avec un 
angle ( et ainsi de suite. Aux valeurs propres réelies + 1 de la 
matrice O correspondront des vecteurs qui se reproduisent au 
signe prés. 

Finalement on voit qu’en transformant la matrice O par une 
matrice orthogonale réelle C, on peut la réduire a une matrice ana- 
logue a la suivante : 


COs — sin 0 0 0 0 

sin 2 cos 0 0 0 0 
0 0 cosB —sin 8 0 0 ‘ 
0 0 sin cos 3 0 0 ‘ 
0 0 0, 0 1 0 
0 0 0 0 0 —1 


le déterminant d’une telle matrice est égal A+ 1; 1a matrice est 
dite orthogonale directe si le déterminant est égal A + 1. 





45. Application 4 la décomposition «une rotation réelle. Le 
résultat précédent donne des propriétés intéressantes du groupe 
des rotations et des retournements de Pespace euclidien réel. 
Dans un tel espace rapporté a un repere rectangulaire les opéra- 
tions se traduisent par des matrices orthogonales réelles. Appelons 
rotation simple celle qui par un choix convenable des coordonnées 
rectangulaires laisse invariantes toutes les coordonnées sauf deux 
a et xj, transformées par les formules 

x; = % COS 4 — a; sin a, 
“'j = 2 Sin % + a; cos a; 
a est l’angle de la rotation simple et le biplan formé par e et e le 


biplan de la rotation simple. Nous pouvons alors énoncerle théo- 
réme suivant : 


LEGONS SUR LA THEORIE DES SPINEURS 47 


Toute rotation est le produit d’un certain nombre < 5 de rotations 


simples dont les biplans sont totalement perpendiculaires entre eux ; 
n—1 

2 
tions simples de la méme nature et d’une symétrie par rapport a un 
hyperplan contenant les biplans de toutes ces rotations simples. 


de rota- 





tout retournement est le produit d’un certain nombre < 


46. Matrices hermitiennes. — Une matrice carrée H est dite 
une matrice hermitienne si sa transposée est égale a sa complexe 
conjuguée : 

EH = H. 

La transformée d’une matrice hermitienne H par une matrice 

unitaire C est encore hermitienne : cela résulte de légalité 
(Gy AC” =. CHC, 

THEOREME. — On peut toujours transformer une matrice hermi- 
tienne H par une matrice unitaire de maniére a la rendre diagonale 
a éléments réels. 

Montrons d’abord que toute valeur propre de H est réelle. 
L’égalité 

Ha = At 
entraine, en prenant les complexes conjugués des transposés des 
deux membres, 
Soies 
en multipliant les deux membres de la premiére relation a gauche 
par x* et les deux membres de la seconde a droite par x, on obtient 
a* He = dx*xz = dae, 

d’ou 2 = 2. 

Cela posé introduisons dans l’espace vectoriel dans lequel 
opére H la métrique unitaire d’aprés laquelle le produit scalaire 
de deux vecteurs Z, y est a*y. I] existe au moins un vecteur uni- 
taire e que H reproduit multiplié par un facteur réel ,,. Tout 
vecteur x perpendiculaire ae, se transforme alors en un vecteur 
x perpendiculaire a e, : cela résulte de ce que 

e,*a = e,*Hz = hye" 2 


oe e 
Le sous-espace lieu des vecteurs perpendiculaires a e, étantinva- 
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_> 
riant par H contient au moins un vecteur unitaire e, que H repro- 


duit multiplié par le facteur réel ?,. En continuant le raisonnement, 
Tay > > ye 
on arrive a un systéme de n vecteurs unitaires e,, @,,---, én, rectan- 


gulaires deux A deux, que H reproduit multipliés respectivement 
par ),, 29, -**, 2 En prenant ces vecteurs comme vecteurs de base, 
cela revient a transformer H, par une matrice unitaire C, en une 
matrice diagonale d’éléments ?,, 2, «++, 2m. C.Q.F.D. 





47. Remarque. Le produit de deux matrices unitaires du 
méme ordre est une matrice unitaire : le produit de deux matrices 
orthogonales est une matrice orthogonale. Mais le produit de deux 
matrices hermitiennes n’est pas en général une matrice hermi- 
tienne. Pour que la matrice HH’ soit hermitienne, il faut et il 
suffit que l’on ait 

H’*H* = HH’ - ou) HA =H 
c’est-a-dire que les deux matrices commutent entre elles. L’en- 
semble des substitutions linéaires unitaires, ainsi que l’ensemble 
des substitutions orthogonales, forme done un groupe, mais non 
Yensemble des substitutions hermitiennes. 

En revanche la somme de deux matrices hermitiennes est une 
matrice hermitienne ; mais cette propriété n’appartient ni aux 
matrices unitaires, ni aux matrices orthogonales. 


V. — LIRREDUCTIBILITE DES P-VECTEURS. 


Nous allons terminer ce Chapitre en étudiant les multivecteurs 
au point de vue de leur irréductibilité par rapport au groupe des 
rotations. Nous nous placerons d’abord dans un espace euclidien 
réel rapporté 4 un repére rectangulaire, mais les raisonnements 
s’appliqueront sans changement a un espace complexe. 


48. Irréductibilité du p-vecteur par rapport au groupe des rota- 
tions (n= 2p). — Désignons par a la symétrie associée au vec- 
teur de base ei. Si le p-vecteur était réductible, il existerait un 
tenseur Gde degré r<C?» dont les composantes seraient des combi- 
naisons linéaires des composantes 2;, i, « ‘ip(?) du p-vecteur. Sup- 





(‘) Nous désignerons dorénavant par Pius les composantes d’un p-vec- 
teur (au lieu de la notation Ln Hees sip précédemment introduite au n° 15). 
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posons que dans l’une de ces composantes le coefficient de 2,»...p 
ne soit pas nul. La rotation 7,7, donnerait une nouvelle compo- 
sante de G qui se déduirait de la premiére en changeant les signes 
des coefficients des 2j,i,...;, qui contiennent un et un seul des 
indices 1 et 2: par addition on éliminerait ces quantités. En utili- 
sant de méme les rotations a9, - - -,o,9p, on arriverait A une compo- 
sante de G contenant z,,..., et les seules quantités 2;,i,...i, qui ne 
contiennent aucun des indices 1, 2,---,p. En utilisant enfin 
J, Tp+1, -* +, 9, on, On MoOntrerait |’existence d’une composante de® 
ne contenant, avec 2,,...,, que des %i,i,...;, 0 interviennent tous 
les indices p +1,p +2,---,m, mais ou n’intervient aucun des 
indices 1, 2, ---, p. Celan’est manifestement possible que sin = 2p. 

Si done n = 2p, le tenseur 6 contient la composante z,,...,; 
une permutation quelconque effectuée sur les coordonnées «i, 
suivie au besoin du changement de signe d’une de ces coordonnées 
si la permutation est impaire, montre alors que le tenseur 6 con- 


tient toutes les composantes du p-vecteur, qui est donc irréduc- 
tible. 





49. Les semi-v-vecteurs de l’espace E»,. Supposons mainte- 
nant n pair, n= 2v et p = v. Le raisonnement précédent montre 
que le tenseur 6 contient au moins une composante de la forme 

149..-y "1 AX (yt 4) (v2) +++ (2v)° 

Une permutation effectuée sur les indices permet d’en déduire 

existence de la composante 


+ 
Vike + hy ATK hyper s Key? 


ou il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que la permu- 
tation (k, k, --- kn) est paire ou impaire. En particulier on aura 
la composante 
Ly 4-1) (v-+2)+--(ay + (— 1)"ar yo... 
Si l’on veut que le tenseur G ne se confonde pas avec le y-vec- 
teur, il est nécessaire que |’on ait «* = (—1)’, c’est-a-dire « = = W. 
Réciproquement prenons par exemple x = vw’. Les quantités 


ey) 
hike: . sky “+ U Th ky-ts e -kyy 


ou la permutation (k,k,---kn) est paire, engendrent un tenseur. En 


Evie CARTAN. 4 
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effet les composantes du v-vecteur supplémentaire du v-vecteur 
donné sont 
Yykae sky They t skytoe* hay ? 


ce v-vecteur supplémentaire constitue un tenseur équivalent 
aun y-vecteur; par suite les quantités x Rleakeh +MY k kg: ++ky forment 


un tenseur : il suffit de donner a m la valeur w” pour retrouver 
les quantités considérées. 

Le v-vecteur se décompose donc en deux tenseurs irréductibles ; 
ils ne sont pas équivalents, sinon le »v-vecteur admettrait une 


infinité de tenseurs irréductibles de degré ; \, (n° 34), alors qu'il 
n’en admet que deux. 

En coordonnées cartésiennes quelconques les deux tenseurs 
dont nous venons de démontrer l’existence, et que nous appelle- 
rons les semi-y-vecteurs de premiére et de seconde espéce, ont 
pour composantes 


; Se) erly te yy” 
Dh hye ook, HEV BH vtityte 2v (« = naa A 


comme cela résulte de l’expression des composantes du »-vec- 
teur supplémentaire d’un y-vecteur donné (n° 17). 


50. Remarques. — Les résultats précédents subsistent si l’on 
considére le groupe des rotations, ou méme simplement le groupe 
des rotations propres, d’un espace pseudo-euclidien réel, bien que 
la démonstration donnée ait dans ce cas besoin d’étre complé- 
tée. C’est une conséquence d’un théoréme général qui sera indiqué 
plus loin (n° 75). 

On peut se demander si le p-vecteur et le g-vecteur (p = q) 
peuvent former des tenseurs équivalents. Ce ne peut étre le cas 
que si g = n — p, seuls cas ov les tenseurs envisagés sont du 
méme degré. 

Par rapport au groupe des rotations le p-vecteur et le (n-p)-vec- 
teur sont effectivement équivalents, car les composantes corres- 
pondantes d’un p-vecteur et du (m — p)-vecteur supplémentaire se 
transforment évidemment de la méme manieére par une rotation. 
Nous avons déja vu d’autre part que si n = 2v, le semi-y-vecteur 


de premiére espéce et le semi-y-vecteur de seconde espéce ne sont 
pas équivalents. 
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51. Les multivecteurs envisagés par rapport au groupe des rota- 
tions et des retournements. Ici les semi-y-vecteurs ne consti- 
tuent plus des tenseurs , car une symétrie change un semi-v-vec- 
teur de premiére espéce en un semi-y-vecteur de seconde espéce. 





THEOREME. — Les p-vecteurs (p = 1, 2, ---, m) constituent des 
tenseurs irréductibles ; ils sont non équivalents entre eux. 

La seconde partie du théoréme est facile 4 démontrer : il suffit 
de prouver qu’un p-vecteur et un (x — p)-vecteur (n = 2 p) ne sont 
pas équivalents entre eux. S’ils étaient on pourrait établir une 
correspondance entre les composantes de ces deux tenseurs de 
maniére que par toute rotation et tout retournement celles du 
p-vecteur et celles du (n — p)-vecteur se transforment de la méme 
maniére. Nous savons que, en ce qui concerne le groupe des rota- 
tions, c’est possible et d’une seule maniére (n° 32) : la compo- 
sante yz du (mn — p)-vecteur qui doit correspondre 4 une composante 
donnée 7S du p-vecteur est, 4 un facteur constant prés, la 


composante de méme nom du p-vecteur supplémentaire du (x — p)- 
vecteur donné, a savoir y*p+ikp+2°*-én(la permutation k,k,- + -kn étant 
paire) (n° 17). Si nous nous supposons en coordonnées rectangu- 
laires, nous voyons que la symétrie associée 4 un des vecteurs de 
base reproduit les deux composantes correspondantes, mais l’une 
sans changement de signe, l’autre avec changement de signe. 


CHAPITRE III. 


LES SPINEURS DE L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS. 


I. — LA NOTION DE SPINEUR. 


52. Définition. — Considérons dans l’espace E, a trois dimen- 
sions rapporté a un systéme de coordonnées rectangulaires un 
vecteur isotrope ou de longueur nulle (2,, 72, 7,). On peut associer a 
ce vecteur dont les composantes satisfont a la relation 

a2 + 22+ 2,2 =0 


deux nombres &, &, par les formules 


9 EQ" Pat fia 
= Ue? + 6°), 
ts = — bob. 


Le probléme comporte deux solutions, fournies par exemple par 


les formules 
a ge ey te eter knnh 
0 a? T. WES Wat: “1 Ls 0° 


Il n’est pas possible de trouver une loi cohérente permettant 
de faire un choix déterminé pour chaque vecteur isotrope, si tou- 
tefois l’on exige que la solution choisie varie d’une maniére con- 
tinue avec le vecteur. En effet supposons obtenue une telle loi ; 
partons d’un vecteur isotrope déterminé et faisons-le tourner 
autour de Oz, d’un angle variant d’une maniére continue : 2, — ix, 


étant multiplié par e~*, & sera, par raison de continuité, multi- 


a 


Ye “t5 : ; 
plié pare ~. Quand on aura effectué la rotation d’un angle 2z, &, se 





trouvera multiplié par e ‘= —1;on retombera ainsi sur le vec- 
teur isotrope initial, mais avec une détermination de &, distincte 
de la détermination initiale. 


Le systéme des deux quantités £, &, est un spineur. Un spineur 
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est donc en quelque sorte un vecteur isotrope orienté ou polarisé: 
une rotation autour d’un axe d’un angle 2x change la polarisa- 
tion de ce vecteur isotrope. 


53. Le spineur est un tenseur euclidien. — Considérons une rota- 

tion (ou un retournement) définie par les équations 

uy, = 2%, + Bay + ag, 

a's = a'x, + fla, + y'zs, 

Z's = 2a, + P"a, + 2s, 
ou «,6,7, «’,6’,1’, «'’,6’’,y'’ sont les neuf cosinus directeurs de trois 
directions rectangulaires. Sil’on considére le spineur (é,, 4) asso- 
cié & un vecteur isotrope (2,, 2,23) et l'un des spineurs (£'5, ') 
associés au vecteur transformé, on a 


| 


= sll — ta')a, + (2 — if’)ay + (y — iy')arg] 
1 "= ; : 1 : ' 
= 5 (2 — ta’ + 18 + BE? — (y — iy')boks + 5 (a + ia’ + 12 + BEF 


Le second membre est un carré parfait, le discriminant du tri- 
nome étant 
(y — ty')® — (2 — a! + 28 + 8')(— « + ia’ + 38 + 8’) 
= (2 — ia? + (6 — iB) + (y— ty’? = 0. 
La quantité 2’, est ainsi linéaire en ¢,, ¢, et il en est de méme 
évidemment de é',. Quand on choisit celle des deux valeurs que 
comporte ’,, la quantité ¢’, est déterminée ay la relation 


i -4 ul 
Bob 4 om 5) (2% + Up" EG? a Yeoh + 9 a uf ),. 


Nour verrons plus loin la formation des substitutions linéaires 
que les rotations et les retournements font subir aux spineurs. 


54. Interprétation géométrique du rapport s. —- Si nous por- 
1 


tons notre attention sur le rapport P, ce rapport subit une trans- 
1 
formation homographique par toute rotation ou tout retourne- 
ment. Cela est bien connu, car ‘ peut étre considéré comme le 
51 


paramétre d’une génératrice du céne isotrope et toute rotation 
ou tout retournement conserve le rapport anharmonique de quatre 
génératrices de ce cone. Du reste cette transformation homogra- 


54 LECONS SUR LA THEORIE DES SPINEURS 


phique étant connue, la rotation est déterminée, car si M est un 
point quelconque de l’espace, les deux droites isotropes perpen- 
diculaires 4 OM sont transformées en deux droites isotropes con- 
nues auxquelles est perpendiculaire la droite OM’ ; cette droite 
est done déterminée et par suite aussi le point M’. Ces considéra- 
tions sont a la base de la théorie des paramétres d’Euler-Olinde- 
Rodrigues, que nous verrons un peu plus loin. 


Il. — LES MATRICES ASSOCIEES AUX VECTEURS. 


55. Matrice associée 4 un vecteur. — Revenons aux spineurs. 
Les équations de la droite isotrope qui porte le vecteur isotrope 
associé a un spineur £ peuvent s’écrire 
{ ( Eor3 + §(11 — ta) = 0, 

( ) ) ! = 
bo(2 + tg) — 5”3 = 0. 
Cela posé considérons la matrice 
X sae Ls Dy eae? LZ 
formée par les coefficients de £, et de ¢, dans les premiers membres 
des équations. Si nous regardons 2,, 2, 7,comme les composantes 


d’un vecteur 2, nous dirons que la matrice X est associée a ce vec- 
teur et nous dirons souvent «le vecteur X» au lieu de «le vecteur 
auquel est associée la matrice X ». 

Les matrices X jouissent de propriétes remarquables. 


THEOREME I. — Le déterminant de la matrice associée a un vec- 
teur est égal au carré scalaire changé de signe de ce vecteur. 


THEOREME II. — Le carré de la matrice X associée ad un vecteur 


est égal a la matrice unité multipliée par le carré scalaire du vec- 
teur. 


En effet on a 


o> epee ie Ie (2 — U,)(% + ia) Wa(X% — ly) — (1, — 12y) ag 
(% + 1%_)%3 — %(2, + Izy) (% + 1%2)(%, — ta) + 2," 
ext ee + x7 + x2 0 ; 4 
ei 0 ay + gh + at) — MET a + Me. 
TutoreME III. — Le produit scalaire de deux vecteurs x.y est la 


demi-somme des produits XY et YX des matrices associées. 
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En effet 1 et 1 désignant deux paramétres on a 
QX + wY)? = 2X24 wy8 + AW(XY + YX), 
(Ke + wy P= Bed nay + Due-y, 
d’ou le théoréme se déduit immédiatement 


En particulier si l’on considére les matrices associées aux vec- 
teurs de base 


_ (21) ibe 1 0 
Hi = (49): Ha = (; 0) Hs= (94); 


les carrés de ces matrices sont égaux a 1 et le produit de deux 
quelconques d’entre elles change de signe avec l’ordre des fac- 
teurs : 





56. Matrice associée 4 un bivecteur, 4 un trivecteur. — Consi- 


~ d = 4 Tinie ee 4 
dérons le bivecteur déterminé par les deux vecteurs x, y et repré- 
senté analytiquement par les composantes 


T2Y3 — L3Yo, L3Yi — ZYg, XYo — Tqyy. 

On peut lui associer la matrice 
1 29 Sy O4ES Wied — %2Y3) bi gd Ath Sah) 
2 UL_Y3—Ls3Y2) — (23Y1—2XyYs) — UXY, — L2Y;) 

On remarque que cette matrice est le produit par i de la matrice 
associée au produit vectoriel des deux vecteurs donnés. 

Si les deux vecteurs sont rectangulaires, la matrice associée au 
bivecteur est 

XY = — YX. 


On peut de méme associer a un trivecteur défini par trois vec- 


a os : 
teurs z, y, z la matrice 


: eee eee AK Y= VY XZ ZY X— ux ey). 


Si les trois vecteurs sont rectangulaires, cette matrice est égale 
> : ._. >.> 
a XYZ. En désignant par u le produit vectoriel 7 /\ y, ona 
&, Gf Fig i OS 


Or le produit UZ des matrices associées 4 deux vecteurs portés 
sur la méme droite est égal au produit scalaire de ces vecteurs, 
lequel est ici égal au volume ¢ du trivecteur. La matrice associée 
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ad un trivecteur de volume algébrique ¢ est donc w. En particulier 


ona 
H,H,H, = L, 


comme le monire un calcul facile. 


57. Relation avec la théorie des quaternions. — I] n’existe 
aucune relation linéaire a coefficients complexes non tous nuls de 
la forme 

a) + a,H, + a,H, + a,;H; = 0. 


On peut le vérifier directement, le premier membre étant la 
matrice 


ay -+ ay a aaa az 


\ 


Il en résulte que toute matrice d’ordre 2 4 éléments complexes 
est, d’une maniére et d’une seule, la somme d’un scalaire et d’un 
vecteur. Nous avons Ila un systéme de nombres hypercomplexes 
qui ne différe pas du systéme des quaternions ; il suffit de poser 


L = eo tH, I, ——, iH,, I, Songer! fn iH, 
et l’on a la loi de composition 
I?2=1%=1,?=—_1 ; I,Is=—I,],=],, 131, =—ll1,= I, 1,1, =—I,], = 1). 


Dans le domaine réel, les matrices 1, H,, H., H3,z H,, tH, Hs, t, 
entre lesquelles n’existe aucune combinaison linéaire a coeffi- 
cients réels non tous nuls, forment un systéme de nombres hyper- 
complexes 4 8 unités construit sur le corps des nombres réels. 
Tout nombre du systéme est, d’une maniére et d’une seule, la 


somme d’un scalaire réel, d’un vecteur réel, d’un bivecteur réel 
et d’un trivecteur réel. 


III.— LES REPRESENTATIONS DESSYMETRIES ET DES ROTATIONS. 


58. Représentation d’une symétrie. Soit a un vecteur uni- 





° z —> i as 
taire donné ; le vecteur x’ symétrique d’un vecteur x par rapport 


au plan II perpendiculaire A a mené par lorigine est donné (n° 9) 
par 


— > —> —> => 
x x —2a(x-a), 


LEGONS SUR LA THEORIE DES SPINEURS SH | 
ou, en passant aux matrices associées et remarquant que A*® = 1, 
(2) XP i Ree AKASAKA A, 


Le symétrique d’un bivecteur défini par deux vecteurs rectan- 
gulaires X, Y, est donné d’aprés cela par 


XY’ = AXYA) 
d’ou, pour les matrices U associées a des bivecteurs, 
(3) U' = AUA. 


Enfin par la symétrie considérée la matrice associée d’un tri- 
vecteur se reproduit changée de signe. 


59. Représentation d’une rotation. — Toute rotation résultant 
de deux symétries A, B (n° 10), on aura, en ce qui concerne I’effet 
produit sur un vecteur X et sur un bivecteur U, 

X’ = BAXAB, U’ = BAUAB, 
ou encore 
(4) X’ = SXS-1, Ul =SUss4, 
en posant S = BA. 

La formule (3) permet de retrouver les formules d’Euler-Olinde- 
Rodrigues. Soit L le vecteur unitaire porté sur l’axe de 'rota- 
tion et 9 langle de rotation; les deux vecteurs unitaires A, B ont 


pour produit scalaire cos ; et leur produit vectoriel 5 (AB — BA) 


est égal ai L sin > On en déduit 


ee fl wits; © “AB 24 iL sin; 
BA = cos 5 —1 sin 5; = 008 5 +t sin 5) 
d’ot 
‘ AG 0 ae: 
(5) = (cos Nee iL sin 5 )X( cos 5 + iL sin 5). 
Si l’on désigne par 1,, l,, 1; les cosinus directeurs de L, les para- 
métres d’Euler-Olinde-Rodrigues sont les quatre quantités 
9 at hy, ota G aS 
p = COS 5, A == 1, sin 0 » = 1,"sin 5) v= 1, sin 5, 
dont la somme des carrés est égale a 1. 
60. Opérations sur les spineurs. —Revenons aux spineurs. 


Désignons par £ la matrice 4 deux lignes et une colonne dont les 
éléments sont &, §,, et attachons par convention a la symétrie par 
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rapport au plan II perpendiculaire au vecteur unitaire a Vopéra- 
tion 
(6) By aaa eas 

Il est facile de voir que si z est le vecteur isotrope auquel est 
associé le spineur Ele spineur associé au vecteur isotrope x symé- 
trique de x par rapport a II est 2! ou un multiple scalaire de ¥ 
En effet d’aprés les équations (1) qui lient les composantes dezra 
celles deé, on a XE = 0; d’autre part on tire de (2) et de (6) 

Xt’ — — (AXA)(At) = — AXE=0; 

donc le spineur associé au vecteur X’ est de la forme me". 


> > 
Dans le cas particulier ou! le vecteur a est le vecteur de base e, : 


20 
eng as (4 i f 
la formule (6) donne 


ray Was esas © 
So = So» ‘= S15 


le spineur £" est effectivement l’un des spineurs associés au symé- 
trique X‘ de X. Pour voir qu’il en est ainsi dans le cas général, 
remarquons que l’opération > mAE répétée deux fois doit redon- 
ner un spineur associé au vecteur isotrope initial, done § ou — £ ; 
on a par suite m? = + 1 ; mais m variant par continuité avec A 
est fixe. La convention faite est donc légitime. 

Nous remarquons que, appliquée aux spineurs, toute symétrie 
se dédouble en deux autres a savoir 


' z 
a= AE et FY — — AE; 


chacune d’elles est caractérisée par le choix du vecteur unitaire 
perpendiculaire au plan de symétrie. 

Toute rotation étant un produit de deux symétries se dédouble 
également. L’effet de la rotation résultant de la symétrie A et de 
la symétrie B est donné par 


(7) tf — BAE; 
la rotation géométriquement égale — BA donnerait l’opération 


ad 


, == -— BAS. 
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IV. — LE PRODUIT DE DEUX SPINEURS ET SA DECOMPOSITION 
EN PARTIES IRREDUCTIBLES 


Les trois monomes £,%, &,¢,, £2 forment a priori un tenseur, qui 
est équivalent au vecteur : ce sont en effet des combinaisons 
linéaires indépendantes des composantes d’un vecteur isotrope, 
mais le vecteur isotrope, en tant que tenseur, est équivalent au 
vecteur général. 


61. La matrice C. 


seur £.¢'sde degré 4 produit de deux spineurs £, £', Pour |’étudier 
nous allons introduire la matrice 


(8) ake (et 9 


qui jouit de la propriété remarquable que X étant un vecteur 
quelconque, on a 


Nous allons maintenant considérer le ten- 





(9) CX = — X*C; 
on a du reste 
(10) c* = —C, cc* = 1, c? = — 1. 


La vérification est immédiate d’aprés l’expression générale 
de X (n° 55): ona 


CX = ( 0 ie lie? ot + ix, — Zz 
—10/\x%,+im, —42sz ~ \— 25 —2,+ i, /’ 


X*C = a oe A %; — ©, — 1X, ce 
Ly ey WZLo =e ZX tre 1 0 Xz %4— lX_ 


/ 


62. Le trivecteur et le vecteur associés 4 deux spineurs. — Con- 


> —> 
sidérons deux spineurs < et ’, et la quantité 


Sd 
par la symétrie A, cette quantité devient d’apres (6) et (9) 
*ACAE = — t/*CA% = — O*CE 5 


elle se reproduit done changée de signe. Elle constitue done un 
tenseur équivalent au trivecteur, invariant par une rotation, changé 
de signe par un retournement. Sa valeur explicite est du reste 

F061 ae Esege 


Il est clair a priori qu’une telle quantité par une substitution 


60 LEGONS SUR LA THEORIE DES SPINEURS 


linéaire effectuée sur les deux spineurs, se reproduit multipliée 
par le déterminant de la substitution ; or le déterminant de A est 
effectivement égal 4 — 1. 
Considérons maintenant, en méme temps que les deux spineurs, 
un vecteur arbitraire X et envisageons la quantité 
e*GXEE 

par la symétrie A, elle devient, en tenant compte de (2), (6) et (9), 

— (H*A*)C(AXA)(AE) = E*CXE ; 
elle est donc invariante par toute rotation et tout retournement. 
Or c’est une forme bilinéaire des composantes %,, %,, 2, du vec- 
teur X et des produits é, és. Ilen résulte (n° 27) que les coefficients 
de 2, X,, 7, constituent un tenseur ; ce tenseur est équivalent 4 un 
vecteur, car la somme 2, y, +%Y. + Xz Y3, 0 les yi sont les compo- 
santes d’un vecteur, étant également invariante par toute rota- 
tion et tout retournement, le tenseur considéré est équivalent aw 
tenseur yz. Le vecteur ainsi défini a ses composantes symétriques: 
par rapport aux composantes de £ et de £’, car ona 

SPCXE ae MNOS ee a CA eer es 

Pégalité des deux premiers membres résulte de ce qu’un scalaire 
est égal 4 son transposé. On a du reste pour les composantes du 
vecteur considéré 

4 = S*CH YE = bobo — 85, 

Yo = F*CHAE = it’gdy + 2815, 

Ys = S*CHSE = — Pet, — bb 5 
pour ¢’ = é, on retrouve le vecteur isotrope qui fournit le spineur £; 
pour ¢’ = £, on remarque que le carré scalaire du vecteur est égal 
a (Coe # i; 1 So) 

Nous avons ainsi obtenu la décomposition du tenseur Ex &'5 (a, (3—=0,4): 

de degré 4 en un vecteur et un trivecteur, le volume du trivecteur 
étant égal a la longueur du vecteur. 


V. — CAS DE L’ESPACE EUCLIDIEN REEL. 


Tout ce qui précéde s’applique au domaine des rotations et des: 
retournements complexes. Placons-nous maintenant dans espace 


euclidien réel en ne considérant que les rotations et les retourne- 
ments réels. 
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63. Vecteurs complexes conjugués. — Les matrices X et Y asso- 
ciées 4 deux vecteurs complexes conjugués 
tg Oc ab a ad 
Ty “e IL ay T3 7 Ty 4. Xo + ha Le 


satisfont manifestement a 
(11) Y=xX* ou Y=X*; 


en particulier si le vecteur est réel, on a X = X* d’oule théoréme 


THEOREME. — La matrice associée ad un vecteur réel est hermi- 
tienne. 

La matrice U associée 4 un bivecteur réel étant le produit par i 
de la matrice associée 4 un vecteur réel n’est pas hermitienne ; 
on a 

U=—U*. 

Toute rotation est représentée par une matrice S = BA, pro- 
duit des matrices associées 4 deux vecteurs unitaires réels ; on a 
par suite 


~! 
* 


= A*B* = AB = (BA)? = S”), 
d’ot le 


TuHtorEME. — Toute rotation est représentée par une matrice 
unitaire unimodulaire et tout retournement par une matrice uni- 
taire de déterminant — 1. 


64. Spineurs conjugués. — Soit X un vecteur isotrope, ¢ un des 
spineurs associés ; on a X £ = 0. On déduit de la 
CX #= 0; 
or, d’aprés (9) et (11), on a 
0 = CXE = — X*CE = — YCE, 
Y étant le vecteur imaginaire conjugué de X. Par suite chacun des 
spineurs associés 4 Y est de la forme m CE; on vérifie facilement 
que le coefficient m est égal a + 1. 

Nous conviendrons de dire que le spineur conjugué de = est iCé. 
Lopération de conjugaison ainsi définie nest pas involutive, car, 
effectuée deux fois de suite, elle fait passer de £4 —E&. 

Il importe de remarquer que le spineur iCé est en réalité d’une 
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nature différente de ¢, car, par la symétrie A, la matrice iCé devient 
iCAE = iCA*E = — iA(C2): 

elle est donc multipliée 4 gauche par — A et non par A. Nous dirons 

que le conjugué d’un spineur est un spineur de seconde espéce. 


65. Le scalaire et le bivecteur associés 4 deux spineurs conju- 
gués. — Si dans le produit de deux spineurs é, 2’ on remplace é’ par 
le conjugué de £, ou encore par C, on obtient un tenseur qui se 
décompose en deux parties irréductibles. L’une est fournie par 
la quantité 

(F*C*)CE = EX = Fe, + BE; 
c’est un. scalaire invariant par toute rotation et tout retourne- 
ment; nous avons du reste vu déja (n° 63) que toute rotation et 
tout retournement sont représentés par des matrices unitaires. 
L’autre partie irréductible est fournie par la quantité 


(E*C*)CXE = E*XE = (4, + itty) igky + (2, — ittg)isey + 1o(Foe9 — gE) 
les coefficients de 2,, 2, z; forment un bivecteur. En effet par une 
symétrie réelle A, la quantité =*X£ devient 
— (F*A*)(AXA)(AE) = — E*XE: 
elle se reproduit par une rotation, mais change de signe par un 
retournement ; elle est donc équivalente 4 un trivecteur ; or la 
quantité 
TYi2 + LeYs1 + DHYy2, 
OU Yes, Yai» Yig SOnt les composantes d’un bivecteur, est précisément 
un trivecteur. Par suite (n° 27, théoréme II), les trois quantités 
bots = a i(Egky eee Bea) gobo nS AS 
sont les composantes d'un bivecteur. Qu’elles ne soient pas les com- 
posantes d’un vecteur cela résulte du reste immédiatement de la 


remarque que, par symétrie par rapport a l’origine, elles restent 
invariables, £, et £; se reproduisant multipliées par 1. 


VI. — GAS DE L’ESPACE PSEUDO-EUCLIDIEN. 





66. Rotations réelles. On aura un espace pseudo-euclidien 
réel en remplagant partout 2, par iz, et regardant les nouvelles 
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coordonnées 2%,, %,, %, comme réelles. La matrice associée a un 
vecteur réel devient maintenant réelle : 


ett ka) 
% + 2, — Zs 

A un vecteur isotrope (vecteur de lumiére) de composante de 
temps positive (7, > 0) sont associés deux spineurs & composantes 
réelles : 

zr, = §F— by, te = bo + hh, wy = — 2hqh. 

Le spineur conjugué d’un spineur £ est £; il est de méme espéce 
que é. 

La quantité E*Cr définit un trivecteur an ae a La quantité 
E*CXE définit un vecteur réel 


Ch aa toto — be tae Geka + Eitie = (Ege ste tbo) } 


c’est un vecteur de temps dont la longueur est i()2;—&,%) ; il 
est isotrope si le spineur € est réel. 

Enfin les rotations propres sont représentées par des matrices 
réelles unimodulaires et les retournements propres par des ma- 


trices réelles de déterminant — 4. 


CHAPITRE IV. 


LES REPRESENTATIONS LINEAIRES DU GROUPE 
DES ROTATIONS DE E,. 


I. —LES REPRESENTATIONS LINEAIRES QU’ON PEUT ENGENDRER 
AU MOYEN DES SPINEURS. 


Nous allons indiquer une méthode simple pour construire dans 
Yespace euclidien complexe ou réel 4 trois dimensions une suite 
illimitée de représentations linéaires irréductibles soit du groupe 
des rotations, soit du groupe des rotations et des retournements. 
Nous verrons plus loin qu'il n’y en a pas d’autres, au moins dans 
lespace réel, et que de plus toute représentation linéaire de l'un 
de ces groupes est complétement réductible. D’aprés un théoréme 
qui sera énoncé plus loin, toute représentation linéaire de lun 
quelconque des groupes réels considérés fournit une représenta- 
tion linéaire du groupe complexe correspondant, et ces deux repré- 
sentations sont en méme temps irréductibles ou réductibles. 


Partons 





67. La représentation 4 , et son polynome générateur . 


du spineur (2, ¢,). L’ensemble des polynomes entiers homogénes 
de degré p en £, et &, constituent un tenseur et fournissent une 
représentation linéaire du groupe des rotations. On peut repré- 
senter symboliquement ce tenseur par le polynome générateur 
(az, + 52,)?, o1 a et b désignent deux paramétres arbitraires : 
cela veut dire que les coefficients des différents monomes en 
a et 6 de ce polynome développé constituent les composantes 


du tenseur. Nous appellerons 9, le tenseur ou la représentation 


» 


linéaire correspondante. 


THEOREME. — La représentation 2, est irréductible. 


» 


- 
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I] suffit de démontrer ce théoréme pour le groupe des rotations 
complexes. Considérons l’opération 


6 6 
lS te 
fo == tye 7, t= be 2 


résultant d’une rotation de langle réel 9 autour de l’axe des Lys 
Ga 

Par cette opération 2,7 £8 se reproduit multiplié par ety 2. Sié 

n’est pas pris d’une maniére particuliére, les multiplicateurs cor- 

respondant aux différentes composantes £,%£,% du tenseur sont tous 

distincts. Supposons alors que la représentation 9, ne soit pas 


oO 


irréductible. I] existerait un tenseur & formé par gp +1 poly- 
nomes entiers de degré p en &,,£, ; soit 


Aoio? + A,for&, +--+ + Adi? 
lun de ces polynomes ; la rotation envisagée plus haut le transforme 


en 
P 


5—1)6 : — if 
Eorp16, + -++ + Age ea? : 


? 


P 
Wee he + cA 
en répétant p fois cette opération, on obtient p + 1 combinaisons 
linéairement indépendantes de 

Aoio?,  AyEoP"2E,,  Agto?-26,2,---, Apts. 

I] résulte de 14 qu’il existe au moins un monome &," £," (h + k= p) 
faisant partie du tenseur 6, et que par suite tous les polynomes 
(429 + 5)" (7g +92)* 04 «3 — Gy = 1 font également partie de @. 
Si on suppose les quatre constantes ~, 6, y, 5 différentes de zéro, 
on voit que le coefficient de £”? dans le polynome correspondant 
n’est pas nul. Done le tenseur © contient £,”, par suite (42, + 6£,)?, 
@’ou enfin tous les monomes £,"=,* . Cm 

Pour p = 0, le tenseur obtenu, de degré 1, est scalaire ; pour 
p =1on a le spineur et pour p = 2 le vecteur: les quantités 
Eo", 941, &2 se transforment, en effet, quand on fait sur elles une 
substitution linéaire fixe convenable, comme les composantes 
d’un vecteur. 

If existe une autre représentation de degré p + 1 du groupe des 
rotations et des retournements : c’est celle qui est formée en partant 
des mémes composantes, mais en supposant que par un retour- 
nement elles subissent la substitution précédemment considérée 


suivie d’un changement de signe de toutes les composantes. Nous 


Evie CARTAN. 5 
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désignerons cette nouvelle représentation par le symbole 9, , la 


wl 


= hen, 
premiére étant désignée par 9 , ; un raisonnement déja fait montre 


2 


qu’elle n’est pas équivalente a la premiére. C’est ainsi que ae se 
2 


rapporte au spineur de seconde espéce, 9,— au bivecteur et 9, au 
trivecteur (ou £6’; — £,&’). On peut prendre pour polynome géné- 


rateur de 9 l’expression 


rely 


(Eoe’; — &6’o)(@to + é,)?. 





68. Décomposition de 9; « 9;. — Soient u,, u.,---, Ux,,, dune 
part ; 4, %, ---,%,;4,, @autre part, les variables de deux représen- 
tations linéaires 9; et 9;. Les produits u, %% conduisent 4 une nou- 
velle représentation linéaire de degré (21 + 1) (27 +1) qu’on désigne 
par 9; x 9;. En général cette représentation n’est pas irréduc- 
tible : nous allons la décomposer en représentations irréductibles. 

Partons d’abord de la remarque que & et &’ désignant deux spi- 
neurs arbitraires, les deux polynomes générateurs 


P = (aéo + 0,)P(at'o + 0é',)9, 
Q = (ako + b&)P(ao + b&)2 = (ako + é,)?*9 


définissent deux représentations équivalentes: cela tient a ce que 
les coefficients des différents monomes a*b? dans les deux poly- 
nomes se transforment entre eux de la méme maniére par toute 
rotation ou tout retournement, puisque €’, et &’, se transforment de 
la méme maniére que &, et &,. 
Cela posé on peut prendre pour composantes de D, xX Dales 
a> 
olynomes en &,, &, &’o, &’ t du degré 
poly So Sir Soro Sa» {UI SON u degre p en Fos &, etg en 
§'o, 6’. Considérons alors les polynomes 


>, = (ako i bf,)?(at'o + be'5)4, 
, = (E08) — &:8'0)(abo + bE)? (ato + de,)9-, 
Dy = (Eot', — &18'0)®(ato + bE,)?-2(at’g + BE1)e-2, 


20 ORS 8 OFS 8) CEL Sm Oe 618: 8) a Sor OM See aie ele Cale eh ae een 


Dy = (Fo8'; — §8'0)%(ake + bE, )P-9, 
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ou nous supposons p Sq. Chacun d’eux définit une représentation 
linéaire irréductible, a savoir 


+ hag 3 Oy = 
¢ eed 
Dprtg Dpta_ 4? pte gr Dp 
2 2 aes 2 


la derniére ayant l’indice + ou l’indice — suivant que q est pair 
ou impair. 

Les composantes de chacune de ces représentations sont des 
composantes de la représentation donnée ; le nombre de ces com- 
posantes est 


ed ae ep tg —— 1 tg == Ben ts ch) (p— g.-b 4) 

= (9+ 1)(p + 9+ 1)— 94+ 1) =(¢4+ tpt 4); 
c’est précisément le degré de la représentation donnée. Ces com- 
posantes sont linéairement indépendantes, sinon, dans le tenseur 
réductible formé par les g tenseurs irréductibles trouvés, l'un au 
moins de ces tenseurs aurait toutes ses composantes nulles (n° 34), 
ce qui n’est pas. Par suite nous avons le théoréme suivant : 


THrorEME. — Le produit des deux représentations linéaires 


; SE <% * } ; ; 
irréductibles D,, Dest complétement réductible et se décompose 
hy Se) 
dans les représentations irréductibles 


+ 
C € ali o 
D ’ D n+q 2” Ae . 
pA KS on ie —_—— 


Bt: 
Dptq 
2 


69. Cas particuliers. Polynomes harmoniques. — Le cus des 
représentations 9; pour lesquelles Vindice z est entier (p = 2:) 
peut étre examiné a part. Pourt = 1 le polynome générateur 

(aby + bE)? = ato + 2abik, 4- 6%? 
peut étre remplacé par un autre linéaire par rapport aux compo- 
santes 2, 2, X, d’un vecteur. On a en effet 
bo® wo — 2 + Id, fot ~ Wy, be mo ty + Wy, 
le signe~ signifiant que les trois premiers membres se transfor- 
ment linéairement comme les trois seconds membres ; par suite on 
peut prendre comme polynome générateur de 9, 


(b2 — a?)a, + i(b? + a*)x, + 2abz. 
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On pourra donc prendre comme polynome générateur de Dp 
F, = [((R? — a), + i(b? + a®)x, + 2abz5}?’. 


Le tenseur correspondant aura pour composantes 2 p + 1 poly- 
nomes homogénes entiers de degré p en 2, 2, X + Ce sont les poly- 
nomes harmoniques. En effet un calcul immédiat montre que 


oF 4 eF ak 
DED Viraeeh age! a 


Le produit 9,*+ x 9,*, c’est-a-dire le produit de deux vecteurs, se 
décompose dans les trois représentations irréductibles 9,*, 9,~ 
et 9,+. La premiére fournit le tenseur 


sae ! ' ! ' ’ ! ’ 
LyX, — X3%3,; L_%_ — X3%3 ; Lolz + LX, Lgl, + L%Lz , 
a / 
LyXq + MX, 


équivalent au tenseur 
1* — 25%, Lo — 15%, 2% 2X3, 223%}; 22 Xo 


constitué par les polynomes harmoniques du second degré ; la 
seconde fournit le bivecteur 


Lely — Lge y Lgl)’ — L4Xz'; Lyle — Loy’, 
et la troisiéme fournit le scalaire 


IyXy' + Ly%q' + LgXq- 


70. Applications.— Considérons un champ de vecteurs V,, Vo, V3: 
a chaque point (2,, 22, 2,) de l’espace on attache un vecteur de com- 


posantes V,, V., V; fonctions données de (2, 72, 73). Les quantités 


oVi F 
Se bess on effectue un déplacement ou un retournement, se 


comportent comme le produit de deux vecteurs d’origine O, a 
savoir 


yin!) pt MeN Ne OV Gag 


Cherchons toutes les relations linéaires 4 coefficients constants 
avers 
entr — : 
e les a qui se conservent par un déplacement. Nous n’avons 


qu’a effectuer la décomposition du produit des deux vecteurs 
(symboliques) précédents et a égaler 4 zéro les composantes d’un 
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ou de plusieurs tenseurs irréductibles composants. En prenant 
un seul de ces tenseurs, nous aurons l’un des systémes 


a) aN De Ya: Ys Vee a on ME TALE ae 
ee Sn Oe" VS ; Site rae oe 
a aVo 
Ar Sh anae, 
Pye ON Ye 
al, ae ; aX, dL : Wy dX} : 


; Vi 4 Ve 2Va 
ot, 7 d¢, ' at, 

Le cas c) donne les champs de vecteurs de divergence nulle ; 
le cas 5) les champs de vecteurs de rotationnel nul; le cas a) donne 
le champ des vitesses dans un déplacement rigide. 

Si l’on ne considérait que le groupe des déplacements propre- 
ment dits, le systeme 

oV, eV; aV, o2V; oV, eV, 


—_— — = mV —_—_ —~- =m a 
ly 2 
ws d2Xy a2, d25 ry dy 


= MV 3, 

ou m est une constante, serait invariant ; par un déplacement 
accompagné d’une syinétrie, il se bearer oraratt dans un systéme 
analogue, la constante m étant remplacée par — m. Ce systéme 


entraine du reste la nullité de la divergence du champ de vecteurs. 





71. Equations de Dirac. — On peut de méme considérer le ten- 


dq 6; 
seur ( ei =) qui se transforme par un déplacement comme le 


produit d’un vecteur 2 par un spineur &. Or 
D7 X DU = D3 + 9j. 
2 2 2 
Le polynome générateur de 9,+ x Dj est 
(at’o + b%’,)?(a’%o + 0°%,), 
celui de 93 est 
(aé'o + b?',)?(abo + 05,) 

f & SA ig 
~ [ <a a) sz + u( b? + yd Bg separates sa 2ab =| (ako a bE) 
mo — ai — 12) at. wa(a2i aes we jo) 

dXp 


Ps) Ly OL, oO”. OL, 


3 , a at _ at 


Wt, «ay 
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celui de D , est 


9 


(o&, — &s€0)(aé'o + 56) = a(— otto + Fo) + b(— bo + Foe ses) 
~ a — 22 — St sik =| ae »[ —22 iS . q + >t at 


0X3 OL, OL, OL, 


Les équations obtenues en annulant les composantes du ten- 


seur D, 4) a savoir 
5 
do 1 - Like 0 
of, (ON ’ day : 
ato . 250 oy 
np LET a 0, 
day WL, «Le 


appartiennent au type des équations de Dirac ; ce sont les plus 
simples de ce type. 
Les équations 





d&o 6, ; by ne 
ae iia) eae Ls 
a de : 
dato - 20 eh r 

= ms 
or, ’ day Oly 


se conservent par un déplacement, parce que les spineurs de pre- 


miére et de seconde espéce 9! et, 

2 
maniére par une rotation ; par une symétrie ces équations se 
transforment dans les équations de méme nature, la constante 
m étant changée de signe. 


Nous remarquerons que les équations de Dirac peuvent encore 
s’écrire symboliquement 


se transforment de la méme 


bs| = 


a0) : . oC. Foes Ee 
— étant la matrice associée au vecteur —, —, —. Par multipli- 
ox d%’ Wy’ 325 


Sat r) : , 
cation a gauche par =, on obtient, en remarquant que le carré 


m) a2 
de — est égal 4 A = —, + —. + ——{ : 
“ gala A “rtm path one les équations 


Ato —— 0, Ag, = 0. 
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ra >| “T 
Les équations obtenues en annulant les composantes de D 37a 
savoir : 
ao. déo as . 3 es ag 
—i— =0, Seo eh 0, Qe tt 9, 
ar, dL ary dLs af, AD, ay 
2 ao . 260 
a —t aa: + u = 0 
d%, «Ody dy 
donnent 


fo = b(— a, + ix,) + azy + h, E, = a(x, + iz,) + bx, + k, 
a, 6, h, k étant quatre constantes arbitraires. 


If. — LES ROTATIONS INFINITESIMALES ET LA DETERMINATION 
DES TENSEURS EUCLIDIENS. 


72. Les rotations infinitésimales de espace E,.— Nous abordons 
maintenant la recherche de toutes les représentations linéaires 
du groupe des rotations. Nous avons déja considéré (n° 19) les 
rotations infinitésimales, qui, appliquées aux vecteurs, définissent 
des champs de vitesses dans le mouvement d’un solide ayant un 
point fixe. La rotation infinitésimale la plus générale appliquée a 
un vecteur 2,, 2, 7, est représentée par une matrice du troisiéme 
ordre, combinaison linéaire, 4 coefficients (complexes ou réels), de 
trois matrices de base, par exemple de celles qui représentent les 
rotations de vitesse angulaire 1 autour des trois axes de coordon- 
nées ; ces trois matrices sont 


0 0 0 ES | mae | 0 —i1 0 
CeO. 7 Beet, Ui0 0), (: 0 0), 
Un 4 0 —1 0 90 0 rs 


Appliquées aux spineurs. les rotations fournissent des matrices 


td 
analogues. La rotation d’angle 4 autour de e, est représentée, comme 


nous l’avons vu (n° 59), par la matrice 


6 5 wy 0 L 
cos 5 — tH; sing = 1 — 5 6H, + --- 


. : : Ep 
La rotation de vitesse angulaire 1 est donc représentée par — 57 tS. 


On a donc maintenant les matrices 


AY 1/0 i {i HO SSA 
—5 iH, =—3(; a — 5H, =—5(; aye 
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73. Définition précise des représentations a déterminer. — 
Considérons maintenant une représentation linéaire quelconque 
du groupe des rotations, univalente ou non. Il importe d’indiquer 
d’une maniére précise ce que nous entendons par la. 

Donnons-nous dans le groupe des rotations un voisinage suffi- 
samment petit de la rotation identique, par exemple l’ensemble 
des rotations d’un angle inférieur A un angle fixe <7. Faisons 
correspondre A chaque rotation ® de ce voisinage une matrice 
d’ordre donné S et une seule satisfaisant aux conditions sul- 
vantes : 

1° Les éléments de S sont des fonctions continues des para- 
métres dont dépend & ; 

2° Si K, RK! et RR’ appartiennent au voisinage donné, le pro- 
duit SS’ des matrices correspondant 4 ® et K’ est égal a Ja ma- 
trice qui correspond a RR’. 

Cela posé, toute rotation d’angle quelconque peut étre obtenue 
comme produit d’un nombre fini de rotations du voisinage donné : 
nous lui ferons correspondre la matrice produit des matrices qui 
correspondent Aa ces différentes rotations. Nous aurons ainsi ce que 
nous appellerons une représentation du groupe des rotations. 
Les matrices opérant sur les spineurs et que nous avons fait cor- 
respondre aux différentes rotations satisfont aux conditions précé- 
dentes, langle « étant égal a x. 

Le fait que la représentation n’est pas univalente tient a ce que 
la matrice S étant suivie par continuité quand la rotation a laquelle 
elle correspond varie par continuité de maniére que cette rotation 
revienne a4 sa détermination initiale, la matrice S peut ne pas reve- 
nir a sa détermination initiale. 

74. Un théoréme fondamental. Les substitutions linéaires 
attachées 4 une représentation linéaire forment un groupe 
linéaire tel que les éléments des matrices représentatives soient 
des fonctions continues des paramétres dont elles dépendent 


(groupe linéaire continu). On démontre le théoréme fondamental 
suivant (1) : 








(1) Ge théoréme est dd a J. Von NeuMANN : c’est un cas particulier d’un théo- 
réeme plus général di A E. Cartan (La théorie des groupes finis et continus 
et l’ Analysis situs (Mém. Sc. Math., XLII, 1930, n° 26, p. 22), 


LEGONS SUR LA THEORIE DES SPINEURS 73 


THtorEME. — Tout groupe linéaire continu est engendré par des 
transformations infinitésimales. 
Cela veut dire en particulier, dans le cas qui nous occupe, que 


lorsque la rotation ® se fait autour de l’axe et, Pangle de rotation 
étant 4 <4, la matrice S correspondante jouit de la propriété que 





aa 
0, tend, lorsque 4: tend vers zéro, vers une matrice déterminée 


Ri, qui représente donc la rotation infinitésimale autour de e; de vi- 
tesse angulaire 1. Plus généralement la rotation infinitésimale de 
vitesse angulaire 1 autour de l’axe de cosinus directeurs «, 6, y est 
représentée par la matrice 

aR, + PR, + yRz. 

Enfin si on imagine une suite continue de rotations dépendant 
d’un paramétre ¢ et si on fait subir aux composantes wi de la repré- 
sentation linéaire considérée cette suite continue de rotations, 
ces composantes satisfont 4 un systéme d’équations différen- 
tielles linéaires de la forme 


d 
T= PM) Rw + pAt)Rew + pMt) Ryu. 


De la résulte que si l’on connait les matrices R,, R,, Rs, on peut 
déterminer les matrices S par l’intégration d’équations différen- 
tielles linéaires. D’une maniére plus précise on intégrera les équa- 


tions 


du 
aT ai aR,w + PR + yR3u, 


a, 8,7 étant trois cosinus directeurs paramétriques ; les expres- 
sions qui donnent, dans l’espace de la représentation linéaire, le 
vecteur uw en fonction de ¢ et de sa valeur initiale u, fournissent, 
pour toutes les valeurs suffisamment petites de ¢, des substitutions 
linéaires dont les éléments sont des fonctions analytiques de at, [t, 
yt : ces substitutions correspondent 4 la rotation d’angle ¢ autour 
de l’axe (%, 6, 7). On complétera ensuite la représentation comme 
il a été dit plus haut. 


75. Les représentations du groupe des rotations réelles et les 
représentations analytiques du groupe des rotations complexes. — 
S’il s’agit des rotations réelles dans l’espace euclidien réel, les 
paramétres at, St, yt sont réels. Sil s’agit d’un espace pseudo- 
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enclidien réel, il faudra prendre une combinaison linéaire a coeffi- 
cients réels des trois matrices qui correspondent 4 trois rotations 
infinitésimales réelles linéairement indépendantes. Si enfin il 
s’agit des rotations complexes, on prendra pour Zt, (3t, yt pee paras 
métres complexes quelconques. Nous déduisons de 1a le théoreme 
suivant. 


TutorimME. — Toute représentation linéaire du groupe des rota- 
tions réelles fournit une représentation linéaire du groupe des 
rotations complezes. 

Il suffit dans les éléments des matrices de la représenta- 
tion, qui sont des fonctions analytiques des paramétres réels 
de la rotation réelle, de substituer a ces paramétres réels des 
paramétres complexes ; nous dirons que la seconde représenta- 
tion (groupe des rotations complexes) se déduit de la premiére 
(groupe des rotations réelles) par le passage du réel au compleze. 
Les représentations obtenues ainsi du groupe des rotations com- 
plexes seront dites analytiques ; il existe, comme nous le verrons, 
des représentations non analytiques (n°’ 82-84). 

Enfin le passage du réel au complexe conserve le caractére d’irré- 
ductibilité d’une représentation linéaire, car si une représentation 
analytique du groupe complexe était réductible, celle du groupe 
réel, qui en est un sous-groupe, serait a fortiori réductible. 

I] existe donc une correspondance biunivoque entre 

1° les représentations analytiques irréductibles du groupe des 
rotations complexes ; 

2° les représentations irréductibles du groupe des rotations 
réelles dans l’espace euclidien réel; 

3° les représentations irréductibles du groupe des rotations 
réelles propres dans l’espace pseudo-euclidien réel. 

Il importe en effet de se limiter dans ce dernier cas aux rotations 


propres, l’ensemble des rotations ne formant pas un groupe con- 
tinu. 


76. Equations de structure.— I] existe entre les matrices RyRy 
représentant les rotations infinitésimales dans une représentation 
linéaire quelconque, certaines relations que nous allons indiquer. 

Partons pour cela de deux familles de rotations dépendant 
analytiquement chacune d’un paramétre et se réduisant a la 
rotation identique quand ce parameétre est nul. Soient s(u) et s(¢) 
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les matrices qui les représentent quand les rotations opérent sur 
les vecteurs. Nous supposerons pour simplifier que la premiére 
rotation est une rotation d’un angle u autour de l’axe (a, 6, y) et 
que la seconde est une rotation d’un angle ¢ autour de l’axe 
(z', 6’, 7’). Formons la rotation de matrice 
S = 8(u)s(o)s(— u)s(— ¢) ; 

cette matrice est développable suivant les puissances de u et de ¢ ; 
elle se réduit 4 1 pour u = » = (0); d’autre part elle se réduit éga- 
lement a 4 si l’on fait » = 0 ou sil’on fait u = 0; par suite tous les 
termes du développement, autres que le premier, contiendront 
uv en facteur ; la partie principale de S — 1 sera par suite de la 
forme uv, p étant une matrice qui représente une rotation infini- 
tésimale. Pour avoir cette matrice , il suffit d’effectuer le produit 
$(u) s(¢) s( — u) s(— ¢) en se limitant dans chaque facteur au 
terme du premier degré, soit 


s(u) = 1 + up,, s(e) = 1+ ¥2., s(—u) = 1 — up,, s(— v) = 1 — V9. 
On en déduit facilement . 


Ss = 1 + wolpye2 — peri) + -- 

Par suite on arrive au théoréme suivant: 

Si p, et 6, sont les matrices représentant deux rotations infinitési- 
males opérant sur les vecteurs, la matrice 7,0, — p20, représente éga- 
lemeni une rotation infinitésimale. 

Mais ce qu’il importe de remarquer, c’est que si l’on considére 
une représentation linéaire quelconque du groupe des rotations, 
d’aprés la maniére méme dont nous sommes arrivés a la matrice 
Pil. — P24, nous pouvons affirmer qu’a la rotation infinitési- 
male 6, —p., correspond dans la représentation linéaire la 
matrice R,R, — R,R,, en appelant R, et R, les matrices qui cor- 
pondent a p, et p. 

En particulier si R,, R,, R, sont les matrices qui représentent les 
rotations infinitésimales de base d’une représentation linéaire, les 
trois matrices R,R; — R,R., RzR, — R,R;, RyR,— R,R, sont des 
combinaisons linéaires de R,, Ry, Rg, et les coefficients de ces com- 
binaisons linéaires sont les mémes pour toutes les représentations 
linéaires du groupe des rotations. 

Prenons en particulier le groupe des spineurs, pour lequel 


Ue 1 Are 
Ry = — 95 HL, Ry = — 5 #Ha, Rg = — 5 HH; 
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ona 
1 1 At) 
R,R, — R,Ry = ae (H,H, — H,H,) = — 5) H,H, = — 5 tH, = Rg, 
et deux autres relations analogues, d’ou le 
Tutorime. — Les matrices R,, Ry, Ry qui, dans une représen- 


tation |linéaire quelconque du groupe des rotations, représentent les 
rotations de vitesse angulaire 1 autour des axes de coordonnées satis- 
font aux relations de structure 


RRs — R3R, = Ry, R;R, — Ri R3 = Rg, R,R, — RR, = R;- 
Il est facile de vérifier ces relations quand on prend les matrices 
qui opérent sur les vecteurs : 


‘x0, O AQ iiNet G24 
m=(00 —1) m=( 00), R=(1 0 0). 
he SIA er aa) pow tee oe 


Ce théoréme admet une réciproque, qui est un cas particulier 
du deuxiéme théoréme fondamental de la théorie des groupes, mais 
dont nous n’aurons pas besoin. 


77. Représentations irréductibles du groupe des rotations. 
Arrivons maintenant a la détermination des représentations 
linéaires du groupe des rotations. Nous allons substituer aux 
matrices inconnues R,, R,, R, trois combinaisons linéaires con- 
venables, a savoir 





A — R, —— URg, 
1 
(1) ,B = 5 (R, + iR,), 
Gass 
on a les nouvelles relations de structure 
(2) AB—BA=C, AC —CA= A, BC — CB :='——~ B:; 


Cherchons d’abord toutes les représentations irréductibles. 
Soit 4 une valeur propre de la matrice C; il existe, dans l’espace 
de la représentation, un vecteur u tel que Cu = du : nous dirons. 
quwil appartient 4 la valeur propre 7. Les équations (2) donnent. 

CAu = (A— 1)Aun, CBu = (A + 1)Bu, 
de sorte que si le vecteur Au n’est pas nul, la matrice C admet la 


valeur propre 72 —4, et si Bun’est pas nul, la matrice C admet la 
valeur propre 2 + 4. 
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Supposons choisie la valeur propre 2 de C de telle sorte que 


4 + 1 ne soit plus une valeur propre. On a alors Bu = 0. Des rela- 
tions 


Cu = du, Bu = 0 
on déduit, par application au vecteur u des relations (2), 
CAu = (A — 1)Au, BAu = —)u, 
puis, en appliquant les mémes relations 4 Au, A2u, etc., 


CA2u = (4 — 2)A2u, BA2u = (4 — 2d)Au, 
CA%u = (A — 3)A%u, BA®u = (3 — 3))A2u, 


CA?u = (A — p)APu, BA?u = (2 — » JAP 


Le nombre des vecteurs indépendants de l’espace étant limité, 
il existera un entier p tel que A?+1u soit une combinaison linéaire 
de u, Au, ---, A?u. Supposons que p soit le plus petit entier 
jouissant de cette propriété, et soit 
Aptly = aga + a,Au + 2,A®%u--- + apAPu ; 
en multipliant & gauche par B, on aura une relation analogue, a 
savoir 


w+(F —))Aru=—ayiu + a,(1—2A)Au + ---+ app E> —r aru : 
cela n’est possible que si tous les coefficients de cette relation 
sont nuls, d’ou 
p =P, y= y= ++: =a =— 0; 
il resterait done A?+! w= au, mais en multipliant par C, on trouve 
(,— p — 1)AP?*tu = a du, Vou (p + 1), = 0, a = 0; 
par suite on a 


Mest a. hime a 


Il en résulte que les vecteurs indépendants u, Au, ---, A?u sont 
transformés linéairement entre eux par les rotations infinitési- 
males et par suite par les rotations finies. La représentation étant 
irréductible est donc de degré p + 1; elle est parfaitement deéter- 
minée par lentier p, puisqu’on a 

P 
cu=5u, CAu=($—t)Au, CAtu=(4—2)Atu,. “+, CAru=—5 Aru ; 
Bu—0, BAu=—4u, BAtu=(1—p)A%,---, BAru=—5 Aru, 


On arrive ainsi au théoréme suivant : 
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Tukorime. — II existe au plus une représentation linéaire wuré- 
ductible de degré donné. 

Comme nous avons précédemment démontré l’existence d’une 
représentation irréductible de tout degré donné, il en résulte 
qu’il n’y en a pas d’autres que celles que nous avons indiquées. 

Remarquons que le cas p = 0 donne une représentation de de- 
gré 1 pour laquelle les matrices A, B,C sont toutes nulles ; cette 
représentation est uw’ = U. 


78. Les représentations réductibles. — Reprenons une repre- 
sentation linéaire quelconque. Si elle n’est pas irréductible, il 
existe des vecteurs indépendants des vecteurs u, Au, ..., A?u qui 
ont été déja considérés, et au sujet desquels nous pouvons tou- 


jours supposer que : est la plus grande valeur propre de la 


matrice C. Supposons d’abord qu'il existe au moins un vec- 


teur ¢ indépendant de wu appartenant a la méme valeur propre £ 


de C. En faisant sur ¢ les mémes raisonnements qui ont été faits 
sur uw, on en déduira l’existence de p + 1 vecteurs ¢, Av,..., A?ese 
transformant linéairement entre eux d’une maniére irréduc- 
tible. On continuera de la méme maniére tant qu’on trouvera de 


nouveaux vecteurs appartenant a la valeur propre 5 de C; on 


obtiendra ainsi par exemple # suites de p + 1 vecteurs dans cha- 
cune desquelles les p + 1 vecteurs sont transformés d’une ma- 
niére irréductible. Les h(p + 1) vecteurs obtenus sont linéaire- 
ment indépendants ; en effet ils se transforment comme les vec- 
teurs d’une représentation linéaire qui se décompose en h parties 
irréductibles équivalentes et on sait qu’alors toute relation linéaire 
entre les h(p + 1) vecteurs considérés ne peut s’obtenir (n° 34) 
qu’en annulant tous les vecteurs d’une de ces parties, ou du moins 
tous les vecteurs 
aU + av + +--+ aw, 
a,Au + a,Av + --++ a,Aw, 


mais entre les vecteurs u, ¢,.., ~ appartenant a la valeur propre! il 


n’existe par hypothése aucune relation linéaire. Par suite les 
h(p + 1) vecteurs des h séries sont bien linéairement indépen- 
dants. Soit E, lespace linéaire qu’ils déterminent. 
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Supposons maintenant que le degré de la représentation soit 
supérieur 4 h(p + 1) et qu’il existe des valeurs propres de C four- 


nissant des vecteurs non situés dans Pespace E,. Soit?7 =F la plus 


ae 


grande de ces valeurs propres. Soit s un vecteur tel que Cs = ts : 


le vecteur Bs, qui appartient a la valeur propre Z + 1, est con- 


tenu nécessairement dans E,; étant contenu dans E,, il peut se 
déduire par l’opération B d’un autre vecteur t de E, appartenant 


a la valeur propre : ; en remplacgant alors s par s — t, qui n’ap- 


partient pas a E,, on voit que B(s — t) = 0. En définitive, en 
changeant les notations, nous avons un vecteur s n’apparte- 
nant pas a E, et satisfaisant aux relations 


Coats a Bs:<=' 0; 


On peut alors répéter les raisonnements faits au début et trou- 
ver une suite de g + 1 vecteurs s, As, ..., A%s transformés entre 
eux d’une maniére irréductible. 

On continuera le procédé tant que cela sera possible et on arri- 
vera ainsi 4 un espace E, transformé par le groupe des rotations 
suivant un groupe complétement réductible, et contenant tous 
les vecteurs qui appartiennent 4 une valeur propre de C. 

Si espace E, se confond avec l’espace E de la représentation 
donnée, cette représentation est complétement réductible. Nous 
allons démontrer qu’il en est bien ainsi. 


79. Théoréme de compléte réductibilité. — Nous allons changer 
nos notations et prendre dans |’espace E, une base formée des vec- 
teurs u®,u®,---, ul) qui appartiennent aux différentes valeurs 
propres de C. La valeur propre 22 a laquelle appartient u(*) est un 
entier ou la moitié d’un entier. Rappelons qu’il existe autant 
de vecteurs indépendants appartenant a la valeur propre — a qu’a 
la valeur propre /a et que, sida > 1, tout vecteur appartenant a 
la valeur propre Ax peut s’obtenir en appliquant l’opération B a 
un vecteur appartenant a la valeur propre i. — 1. 

Cela posé supposons que l’espace E, soit de dimension » infé- 
rieure a la dimension n de E. Si nous convenons de regarder 
comme égaux deux vecteurs de E dont la différence géométrique 
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appartient a E,, nous avons dans un espace E’ = E/E, de dimen- 
sion n—v une représentation linéaire du groupe des rotations. 
Soit ». une valeur propre de C dans cette représentation, telle que 
v. + 4 ne soit pas une valeur propre. II existe dans E un vecteur¢ 
n’appartenant pas a E, et tel qu’on ait 

Co = po + an®. 
Si nous considérons le vecteur 

w =o + Bu, 
nous aurons par un calcul facile 
Cw = pw + [ai + fi(hi — 2) JU. 


I] résulte de la 

1° que v. est une des valeurs propres de C opérant sur E,; sinon 
en effet on pourrait disposer des constantes ( de maniére a annuler 
tous les coefficients a + (i (4i — wu) et le vecteur w, qui n’appartient 
pas a E,, se reproduirait multiplié par pu, ce qui est contraire a 
VPhypothése ; 

2° que l’on peut choisir les constantes 6; de maniére que 
Cw — pw appartienne a la valeur propre pz. 


Posons ». = 5 et 


Cw= 50 +4, 


u appartenant a la valeur propre 5" On en déduit, d’aprés (2), 


CBw = (5 + 1 )Ba + Bu. 


Si le vecteur Bu n’est pas nul, il faut que le vecteur Bw soit con- 
tenu dans E,, 4 cause de l’hypothése faite sur; il en est de méme 
du reste si le vecteur Bu est nul. Le vecteur Bw appartenant a E,, 


la différence CBw — (5 -f 1) Bw est, comme on le voit facilement, 
une combinaison linéaire de vecteurs appartenant a des valeurs 


propres toutes distinctes de 5 + 15; comme Bu appartient préci- 


sément ala valeur propre 5 + 1, c’est que Bu = 0. Enfin comme 


os 
53+ 1 > 1, on peut trouver dans E, un vecteur u’ appartenant a 
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ie 
la valeur propre 5 tel que Bw = Bu’. En posant enfin s = w — u’, 


on trouve les relations fondamentales 
(3) Cs=5s+4, Bs'== 0, Bz = \). 


Le vecteur wu engendre une suite der + 4 vecteurs u, Au, ---, Atu 
transformés d’une maniére irréductible, avec A’+!u — 0. Voyons 
comment se transforment les vecteurs s, As, ..., Ats, At*ts. Des cal- 
culs analogues a des calculs antérieurs et reposant sur les rela- 
tions de structure (2) donnent 

CAs = (5 Hs t)As + Au,  CA3s =(5— 2)A%s TL ON. 
‘fe 


5h Abs + Atu,---; 


BAs=—5s—u,  BAts = (1—r)As—2Au,---, 


as 


CA*s = ( 


BA*ts = és (h — 1 — r)A*-1s — hA*u,--- 


Soit A’*'s le premier des vecteurs s, As, A?s, ..., qui dépende li- 
néairement des précédents et de u, Au, A®u,..., Atu: 


Aftls = ays + a,As + --- + agA4s + Bou + 6,Au +---+ 6,Aru ; 
en appliquant aux deux membres de cette relation l’opération B, 


on aura une nouvelle relation dans laquelle ne figurera pas A’+'s, 


et qui devra par suite étre une identité. Or, dans cette nouvelle 


(h + 1) (h—r) 
2 


relation, le coefficient de A’s est ;ona donchk =T; 


de plus dans cette méme relation, le coefficient de A'u est égal a 
—(r-+ 1) dans le premier membre et a zéro dans le second membre. 
On arrive donc a une impossibilité. Il est donc absurde de supposer 
que l’espace E, ne soit pas confondu avec E, d’out le 


THEOREME. — Toute représentation linéaire du groupe des rota- 
tions (analytique s’il s’agit du groupe des rotations complexes) est 
complétement réductible. 


80. La matrice R,? + R,?-+ R,?.— En Mécanique quantique les 
représentations irréductibles du groupe des rotations réelles 
jouent un réle important ; chacune d’elles correspond a un des 





b: 2 h 
états d’un atome d’hélium ; les matrices correspondantes 7 Ry 


Evre CARTAN. 6 
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gM ie représentent les composantes des moments cinetiques 
L L 


correspondants ; le carré du moment cinétique est donné par la 
matrice — h2(R,2 + R.2 + R,?). Nous allons veir que cette ma- 
trice est le produit de la matrice unité par un nombre positif. 

En effet dans une représentation quelconque du groupe des 
rotations la matrice R,2 + R,? + R,? commute avec chacune des 
matrices R,, Ry, Rg; on a par exemple 
R,(Ry2+ R,2+ R,?)—( Ry2+ Ry? + Rg?) Ry= Ry R.2—R,2R,+ Ry Rs2—R3? Ry 

=(R,R,+ Ry) Rz—R,( Ry Re—Rs) +( Rg Ry— Re) Rg— R,(R,R3+ Rp)=9. 

Si la représentation est irréductible, il en résulte (n° 32) (1) que 
R? + R2 + R,2 est un multiple de la matrice unité. Elle repro- 
duit donc tous les vecteurs en les multipliant par un seul et méme 
facteur. 

On a du reste en posant, comme nous ]’avons déja fait (n° 77), 


1 ; ; 
A — R, — iR,, B — 3 (R, “+ tRg), GC = iRs, 
la relation 
(4) AB + BA — C? = R,? + R,? + R;?. 


Cela posési on prend la représentation irréductible D2, on a pour 
2 
le vecteur uw correspondant a la valeur propre . de C, les relations 


Cu =u, Bae 0: BAu = —F u, 


d’ou 
preety of _ 
ABu + BAu — CCu = —5 1+ 5 )u, 
et par suite 


Rise R,? cm R;? =—{ (F =f 1). 


THEOREME. — Dans la représentation irréductible 9;, la matrice . 
R? + R?2 + R,? est égale ad — j(j + 1). 


(1) En réalité le théoréme invoqué s’applique aux matrices échangeables 
avec toutes les matrices représentatives des transformations finies d’un groupe; 
mais la matrice correspondant a une rotation d’angle § provenant d’une rota- 
tion infinitésimale R est 


§2R2 93R3 
=1+060R+ Tae a aa meas 


et il est clair que si R,? + R,? + R,? commute avec R, elle commute avec S. 
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81. Remarques.— MM. H. Casimir et B. L. van der Waerden (?) 
et, plus simplement, M. J. H. C. Whitehead (2) ont utilisé la con- 
sidération de la matrice R,? + R,? + R,?2, ou plut6t d’une matrice 
analogue la généralisant, pour démontrer la réductibilité complete 
des représentations linéaires de groupes plus généraux que le groupe 
des rotations, a savoir des groupes semi-simples, qui comprennent 
en particulier le groupe des rotations d’un espace 4 un nombre 
quelconque de dimensions. Auparavant M. H. Weyl avait donné 
du méme théoréme une démonstration transcendante (*) s’ap- 
pliquant a tous les groupes clos ou compacts et par suite a tous 
ceux quis’en déduisent par le passage du réel au complexe (réserve 
faite fque pour ces derniers il ne s’agit que des représentations 
analytiques, mais réserve qu’on léve facilement). 

En résumé nous avons démontré le théoréme de complete réducti- 
bilité et nous avons trouvé toutes les représentations irréductibles 
dans le cas du groupe des rotations de l’espace euclidien réel et du 
groupe des rotations propres de l’espace pseudo-euclidien réel. En 
ce qui concerne le groupe des rotations de l’espace euclidien com- 
plexe, il en est de méme, mais en se limitant aux représentations 
linéaires analytiques. 


Ill. — LES REPRESENTATIONS LINEAIRES 
DU GROUPE DES ROTATIONS COMPLEXES. 


82. Réduction du probléme. — II nous reste a déterminer 
toutes les représentations linéaires continues du groupe des rota- 
tions complexes. Nous savons (n° 84) qu’en appelant ~, 6, les trois 
paramétres complexes d’une rotation et posant 


a = a + 1a, & = Py + Us, Y=" + Me 
les éléments des matrices qui définissent une telle représentation 
sont des fonctions analytiques des 6 paramétres réels 4, %, 61, 62, 7:5 
y,. En passant duréel au complexe, nous aurons un groupe linéaire 
dont les coefficients seront des fonctions analytiques des 6 para- 
métres complexes %, %2, 21, Go, Yi 72) OU encore des 6 paramétres 





(1) Math. Ann., 111, 1935, p. 1-12. 

(2) Quarterly J. of Math., 8, 1937, p. 220-237. 

(2) H. Wey, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einjacner Gruppen 
durch lineare Transformationen (Math. Zeitschr., 23, 1925, p. 289 sqq.). 
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complexes 4 + t%,, + ie, 71 + Vay %1— Wey Pr — Waris U/ay 
c’est-a-dire des 6 paramétres complexes a,B,y, %, 2,7 ou Von a 
posé % = a, — 1%s,---, et ces 6 paramétres sont indépendants. 

Il est clair que ce groupe linéaire fournit une représentation du 
groupe G obtenu en considérant les rotations de paramétres %, 6,7 
et les rotations de parameétres a, B, y. Ce groupe G est ce qu’on 
appelle le produit direct du groupe G des rotations (a, 6, vy) et du 
groupe G’ des rotations (a, 6, y) ; chaque opération de G est Ven- 
semble (R,R) d’une rotation ® de parametres @, 6, y et d’une 
rotation ® de paramétres a, G, 7, le produit de deux opéra- 
tions de G,a savoir (R, R) et (R', KR’), étant Popération (xx’, RR’). 
Ce groupe G contient le sous-groupe G des opérations (R, 1) ou R 
est la rotation identique et le groupe G’ des opérations (1, R) OUR 
est la rotation identique; les opérations de G et de G’ sont mani- 
festement échangeables entre elles et toute opération de G est 
d’une maniére et d’une seule le produit d’une opération de G par 
une opération de G’. On dit que G est le produit direct de Get de 
G',et on écrit G = G x G.. 

Nous sommes donc finalement ramenés au probleme suivant : 


ProsLime. — Etant donnés deux groupes Get G' et leur produit 
direct G x G' = G, on connait toutes les représentations linéaires 
analytiques de chacun des groupes G et G'; en déduire toutes les 
représentations linéatres analytiques de G. 

Nous rappelons qu’une représentation est analytique quand 
les éléments des matrices correspondantes sont des fonctions 
analytiques des paramétres complexes du groupe. 

Dans le cas qui nous occupe nous connaissons toutes les repré- 
sentations analytiques des groupes G et, G’ (qui sont du reste les 
mémes, mais dont on regarde les paramétres comme distincts). 


83. Représentations linéaires du produit direct de deux groupes. 
— Supposons que le théoréme de compléte réductibilité soit 
vrai pour chacun des groupes composants G et G’, ce qui se 
passe effectivement dans notre cas. Toute représentation linéaire 
de 4 fournit une représentation linéaire de son sous-groupe G; par 
hypothése cette représentation peut étre décomposée en un cer- 
tain nombre de représentations irréductibles. Considérons l’une 
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d’elles de degré r et supposons qu’il y en ait kh — 1 autres équiva- 
lentes 4 celle-la ; soient 

z,'%), t\7), «++, a,(*) (a = 4, 2,---,h) 
les composantes de ces hk représentations irréductibles. Soit s 
une opération de G, t une opération de G’ ; appelons y,"”, y,, - - -,yr() 
les variables transformées de «,'*, - - -, a” par l’opération t ; s ett 
commutent : 


St = ts; 
si alors on applique aux variables z,'*), - - -, 2-'*) d’abord l’opéra- 
tion s puis l’opération t, la variable «i'*) se transforme d’abord en 
ai‘xe, puis en ai*ya®) ; si au contraire on applique d’abord l’opé- 
ration ¢, |") se transforme en yi”), par suite l’opération s appli- 
quée a yi” donne ai*yn'*). Autrement dit par les opérations de G 
les composantes yi” se transforment comme les zi). Par suite 
on a (n° 33) 
yy) = deat"). 
En définitive par l’opération st, on a la transformation 


k a) 
ay > aibeay” ; 


la matrice (a:*) est celle qui indique comment l’opération s de G 


transforme entre elles les composantes d’un des tenseurs «' et la 
matrice (b,*) est celle qui indique comment l’opération t de G’ 


1 2 Tal Rot Pe ° 
transforme entre eux les hk tenseurs x"), 2), ---, a” irréductibles 
par rapport a G. Les matrices (ai ) définissent une représenta- 
tion linéaire irréductible de G 


Li > OF Xx | 
les matrices ( 4) définissent une représentation de G’ 
g') ses bea”), 


On voit ainsi que les hr variables ai” se transforment linéaire- 
ment entre elles par le groupe G; la représentation linéaire 
considérée de G se décomposera donc en autant de représentations 
irréductibles qu’il y a dans la représentation induite de G' de 
parties irréductibles non équivalentes. On voit de plus que les 


‘ wap (2) 
hr variables xi * se transforment comme les produits 2ia'*) des com- 
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posantes d’une représentation irréductible de G par les composantes 
d’une représentation de G’. Cette derniére étant complétement 
réductible, la représentation Zi az) sera par cela méme compléete- 
ment réductible, chaque partie étant le produit de la repré- 
sentation irréductible de G par une représentation irréductible 
de G’, d’ou le 


TutorkmMe. — Tout tenseur irréductible relatif au produit direct 
G x G' de deux groupes G et G' est équivalent au produit dun 
tenseur irréductible relatif a G par un tenseur irréductible relatif 
a G' ; si le théoréme de compleéte réductibilité est valable pour G et 
pour G', il Vest aussi pour leur produit direct. 





84. Applications au groupe des rotations complexes. — Dans le 
cas qui nous occupe, tout tenseur irréductible analytique du pro- 
duit direct de deux groupes de rotations complexes est équivalent 


au produit du tenseur 9, par le tenseur D,, le premier étant censé 
2 2 


soumis aux rotations de paramétres «, 6, 7, le second aux rotations 
de paramétres indépendants 2, i, +. Si on revient maintenant au 
groupe des rotations complexes, on aura le méme tenseur, mais ov 
on regardera %, 3, 7, comme les quantités complexes conjuguées 
de a, 6, y. D’ou le théoréme : 

Tout tenseur irréductible du groupe des rotations complexes est 
équivalent au tenseur dont les composantes sont les monemes en 
Eo S15 Go, &, de degré pen &, Eetq en %, %&, en désignant par 
2,, & un spineur arbitraire et &,, =, son conjugué. 

On peut désigner par 9,, , la représentation correspondante 

a3 
et on peut prendre comme forme génératrice le polynome 


(aE + b&)P(c&y + dé,)2 
avec 4 paramétres arbitraires a, h, c, d. Le degré de cette repré- 
sentation est (p + 1) (q + 4). 
Nous retrouverons plus loin ces représentations. Signalons 
simplement le cas p = g = 1 qui donne un tenseur de degré 4 de 


py Pity) Baek era ss 
composantes &, &, & 1, & &,%1 & : ces composantes sont liées 
par une relation quadratique. Pour p = g on a un tenseur réel, ce 
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qui veut dire que ses composantes peuvent étre choisies de maniére 
que par toute rotation complexe, elles subissent une substitution 
linéaire a coefficients réels. Exemple : les 9 produits ai 2; des compo- 


santes d’un vecteur par les composantes du vecteur complexe 
conjugué. 


IV. — UNIVALENCE ET BIVALENCE. 


85. L’univalence des représentations li éaires du groupe uni- 
modulaire de deux variables. — La détermination qui a été faite 
des représentations linéaires irréductibles du groupe des rotations 
de l’espace euclidien complexe, du groupe des rotations de l’espace 
euclidien réel et du groupe des rotations propres de l’espace pseudo- 
euclidien réel nous a fourni des représentations univalentes et 
des représentations bivalentes. Pour ies deux derniers groupes 
les représentations bivalentes sont les 9, ou p est impair; pour le 

3 





~ 


premier groupe, ce sont les représentations 9 pour p + gq im- 


? 


wis 
Nopa 


pair. En réalité toutes les représentations obtenues sont aussi 
des représentations du groupe correspondant des spineurs, mais 
a ce titre elles sont univalentes. Nous arrivons done au théoréme 
suivant : 


Tutorime. — Les trois groupes des substitutions linéaires uni- 
modulaires @ deux variables qui sont respectivement : 1° complezes, 
2° unitaires, 3% réelles,n’admettent aucune représentation linéaire 
multivalenie. 

Dans le cas unitaire on peut en donner une raison a priori de 
nature topologique. Toute matrice unitaire unimodulaire d’ordre 2 


est de la forme (; hs -) avec aa + bb = 1. En posant 
a 


a= a, + Ids, b = az + Id, 
on voit que l’espace du groupe unitaire unimodulaire est la variété 
dont chaque point est défini par 4 nombres réels aj, @,, ds, a, dont 
la somme des carrés est égale 41; c’est l’espace sphérique @ trois 
dimensions (hypersphére de rayon 1 de l’espace euclidien a 4 di- 
mensions). Cet espace est simplement connexe en se sens que bout 
contour fermé peut y étre réduit a un point par déformation conti- 
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nue:on le voit le plus facilement en transformant l’hypersphere 
dans l’espace euclidien 4 3 dimensions par une inversion ayant son 
pole en un point de cette hyperspheére (projection stéréographique) : 
elle est ainsi transformée dans un espace euclidien a trois dimen- 
sions (fermé par un point a l’infini). On peut alors démontrer que 
si le groupe unitaire unimodulaire avait une représentation multi- 
valente, en suivant par continuité la matrice de cette représen- 
tation lorsqu’on se déplace dans l’espace du groupe en partant 
d’un point origine et en y revenant par un contour convenable- 
ment choisi, on partirait de la matrice unité pour aboutir 4 une 
matrice différente. En déformant par continuité ce contour on 
devrait toujours aboutir 4 la méme matrice finale, mais comme 
on peut le déformer de maniére a le réduire au point origine, on 
arrive 4 une contradiction. 


86. Les représentations linéaires du groupe homographique réel 
d’une variable. — L’espace des matrices unimodulaires complexes 
est aussi simplement connexe, comme on peut le démontrer : 
cela explique aussi la non existence de représentations multiva- 
lentes du groupe unimodulaire complexe. Mais il n’en est plus de 
méme pour l’espace des matrices unimodulaires réelles ; il n’est 
pas simplement connexe, car au point de vue topologique il est 
homéomorphe a l’intérieur d’un tore; on ne peut donc pas donner 
pour ce groupe de raison topologique a priori de la non existence de 
représentations linéaires multivalentes. Remarquons du reste que 
les représentations linéaires de ce groupe sont aussi des représen- 
tations linéaires du groupe homographique direct d’une variable 
réelle z : 

pela teen lk 


aan a (ad — bec > 0); 


a une opération de ce groupe correspondent deux substitutions 
linéaires unimodulaires réelles 4 deux variables. Le groupe 
homographique admet donc des représentations linéaires univa- 
lentes et des représentations bivalentes, mais pas de représenta- 
tions multivalentes d’un ordre plus élevé que 2. 

On peut déduire de 1a l’existence de groupes qui n’admettent 
aucune représentation linéaire fidéle, c’est-a-dire telle qu'il y ait 
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correspondance biunivoque entre les opérations du groupe et 
les matrices de la représentation. Partons de Péquation 


, atgx+b 
tg x ~Ctea +d (ad — be > 0). 


Cette équation en x’ admet une infinité de solutions : choisissons 
- “HAT b : 
pour =0 une des déterminations de arc tg qc suivons-la par 


continuité quand «varie soit de 0 4+ a, soit de0a—®. Comme 
on a 

az’ ad — be 

dx (asin x + bcos x)? + (c¢ sin x + d cos 2)?’ 


on voit que = reste compris entre deux nombres positifs fixes: 
par suite quand x varie de 0 4+ o, 2’ croit de arc tg ra + @, et 


quand z varie de 0 Aa— o, 2’ décroit de arctg é a — oo. Nous 


définissons done ainsi une transformation sur la droite réelle 
indéfinie. L’ensemble de ces transformations forme évidemment 
un groupe, et ce groupe est continu. Il suffit pour s’assurer de ce 
dernier point de montrer qu’on peut passer par continuité de la 
transformation de paramétres a, 6, c, d correspondant a une 


détermination de arc tg e ala transformation de mémes paramétres 


, are b 
correspondant 4 une autre détermination de arc tg qo Par exemple 


a celle qui en différe de z ou de — zx. Pour cela regardons a, b, c, d 
comme les coordonnées homogénes d’un point dans un espace a 
trois dimensions : 4 chaque transformation homographique corres- 
pond un point situé dans la région positive de l’espace limitée par 
la quadrique réglée ad — be = 0. Menons par le point (a, 6, c, d) 
considéré une droite ne coupant pas la quadrique et prenons sur 
cette droite un point particulier a), by, cy), dy; considérons enfin 
la transformation homographique de paramétres a+ Ady, b + dbo, 
c + hey, d + Ady, o1 2 varie par continuité de 0 4 + ©, puis de 
b +b, 
d + \dy 
a partir de la valeur initiale choisie, on arrivera par continuité 
soit a cette valeur augmentée de 7, soit 4 cette valeur augmentée 
de — x (cela dépend du sens dans lequel on fait varier A). On aura 
done, dans la famille des transformations en x considérées, une 





— oo a0; en suivant par continuité la valeur de arc tg 
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suite continue de transformations dans laquelle les transfor- 
mations initiale et finale correspondent aux paramétres donnés 


a,b, c,d, mais avec des valeurs de are tg : différant entre elles de z. 
rabata eg cas ty: 

Cela posé le groupe continu ainsi défini de transformations sur 
la variable x est tel qu’A une transformation en tgz du groupe 
homographique correspondent une infinité de transformations 
en z. Un tel groupe ne peut donc admettre de représentation 
linéaire fidéle. Sa variété est simplement connexe. Ce résultat est 
d’autant plus remarquable que d’aprés un théoréme de H. Weyl 
et Peter tout groupe clos (compact) admet toujours une repre- 
sentation linéaire fidéle. 

On aurait d’autres groupes recouvrant un nombre fini de fois 
le groupe homographique et n’admettant aucune représentation 
linéaire fidéle en considérant par exemple |’équation 


atgnx + b 


ctgna +d (n entier) 


te na == 
regardée comme une équation exprimant z' = tgz’ en fonction de 
z = tga. Cette équation est de degrén et admet n solutions dont 
chacune fournit une transformation sur la droite projective réelle z 
(z prend toutes les valeurs y compris oo). Toutes ces transforma- 
tions forment un groupe continu qui recouvre 7 fois le groupe 
homographique d’une variable. I] n’admet une représentation 
linéaire fidéle que sin = 1 oun = 2. 


V. — REPRESENTATIONS LINEAIRES DU GROUPE DES ROTATIONS 
ET DES RETOURNEMENTS. 





87. Position du probléme. Nous nous proposons de déter- 
miner toutes les représentations Lnéaires 

1° du groupe des rotations et des retournements complexes ; 

2° du groupe des rotations et des retournements de l’espace 
euclidien réel ; 

3° du groupe des rotations propres et impropres du pseudo- 
espace euclidien réel ; 

4° du groupe des rotations propres et des retournements propres 
de ce méme espace ; 
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5° du groupe des rotations propres et des retournements im- 
propres de ce méme espace. 

Dans chacun de ces cas nous avons un groupe G formé de deux 
familles continues G et G’ dont la premiére forme un groupe con- 
tinu ; nous écrirons G = G + G’. Nous connaissons dans chaque 
cas toutes les représentations linéaires de G et nous savons que le 
théoréme de compléte réductibilité est valable. Enfin pour chaque 
représentation linéaire de G nous connaissons une représentation 
linéaire de G fournissant pour G la représentation donnée. 


88. Cas des représentations irréductibles induisant dans le 
groupe des rotations une représentation irréductible. — Nous 
allons d’abord envisager les représentations irréductibles de G 
fournissant pour G une représentation irréductible et montrer qu’il 
en existe une autre non équivalente 4 la premiére et une seule, 
fournissant pour G la méme représentation linéaire. Soit en effet 
T la matrice qui correspond a une opération ¢ de G’; soit d’autre 
part s une opération infinitésimale de G et R la matrice corres- 
pondante ; a l’opération tst—* de G correspondra la matrice TRT—. 
S’il existe une autre représentation faisant correspondre a ¢ la 
matrice T’, a l’opération infinitésimale tst—* correspondra T’RT’™; 
on doit done avoir, quelle que soit la matrice R de la représentation 


considérée de G, 
TRIM TRTO 


ou 
ToT R = RTT; 


la matrice TT’ commutant avec toutes les matrices R d’une re- 
présentation irréductible est un scalaire m (n° 32) et l’on a 
erin 

le coefficient m est du reste indépendant de ¢, comme on le voit 
en remarquant que toute autre opération de G’ est de la forme st ; 
la considération de l’opération t-', qui appartient a G’, montre 
alors que m? = 1, m = — 1. Du reste le choix de — T 4 la place 
de T donne effectivement une nouvelle représentation linéaire de G. 

Ces deux représentations ne sont pas équivalentes, car si elles 
étaient, il existerait une matrice fixe C telle qu’on ait 

csc1=S, CcTct=—T; 

la premiére relation montre que C est un scalaire, ce qui est en 
contradiction avec la seconde. 
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Tutorime. — Etant donnée une représentation linéaire wréduc- 
tible du groupe G, ou bien il n’existe pas de représentation du groupe 
G induisant cette représentation donnée de G, ou bien il en existe 
deux non équivalentes. 


89. Le cas opposé. — Considérons maintenant une représenta- 
tion irréductible de G induisant une représentation réductible de 
G. Soient 2, 2, ...,% les composantes d’une partie irréductible de 
cette derniére représentation. Soit ¢ une opération de G’ et sup- 
posons que l’opération ¢ transforme respectivement 2, 2, ---, ren 
r combinaisons linéaires des variables de la représentation, combi- 
naisons que nous appellerons y,, Ys, ..., yr (si le groupe est multi- 
valent, nous considérerons l'une des substitutions linéaires qui 
correspondent a t). Soit s une opération infinitésimale de G et 
posons s’= tst—*, d’ou ts = s’t. Si nous appliquons 4a la variable a 
Popération s‘t nous obtenons bi* y;,, en désignant par bi les éléments 
de la matrice R’ qui opére sur les xi ; d’autre part en appliquant 
a 2 Popération ts, nous obtenons le résultat de la matrice R appli- 
quée aux yi ; par suite 

St Vopeération s’ transforme xi en bik x, Vopéretion s = t—s't trans- 
forme yi en bik ye. 

On voit ainsi que les quantités y,, yo, ..., yr fournissent une repré- 
sentation linéaire, évidemment irréductible, de G. Du reste si on 
fait varier ¢ d’une maniére continue dans le groupe G’, les xi sont 
transformés dans des combinaisons linéaires de y,, ys, ..-, yr. L’in- 
verse ¢~' de ¢ appartenant 4 G’, il résulte de 14 que toutes les 
opérations de G’ transforment y,, y», ..., yr dans des combinaisons 
linéaires de 2, Xp, ..., Zr. 

Cela posé deux cas sont possibles : 

A. Les deux représentations linéaires de G fournies par les va- 
riables xi et les variables yi sont équivalentes. Nous pouvons sup- 
poser alors, en effectuant une substitution linéaire préalable sur 
les yi, que les yi sont transformées de la méme maniére que les 
xi par toute opération de G. Soient alors | 


z= Ty, y' =— Uz 


les équations de la substitution linéaire correspondant a l’opéra- 
tion ¢ de G’ et soit Rla matrice opérant tant sur les z; que sur 
les yi qui correspond a l’opération infinitésimale s de G. La 
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matrice correspondant a tst-! sera TRT— opérant sur les x et 
URU- opérant sur les y:; on aura donc 


TRT— = URU-1, 


d’ou U = mT. Mais alors les variables yi + Vmai sont trans- 
formées entre elles par les opérations de G’ puisque l’on a 
y + Vmz' = VmT(y + Vz), 
et de méme 
y’ — Vmax! = — VmT(y — Vz). 

Il y a certainement des relations linéaires identiques entre les xi 
et les yi, sans quoi la représentation considérée de G ne serait pas 
irréductible. Comme les deux représentations irréductibles de G 
correspondant aux matrices \/mT et —\/mT ne sont pas équi- 
valentes, cela n’est possible que si toutes les variables yi + \/mai 
sont nulles, ou si toutes les variables yi — \/mai sont nulles. Dans 
Pun et l’autre cas, contrairement a l’hypothése, la représentation 
considérée de G induit une représentation irréductible de G. 

B. Les deux représentations linéaires de G fournies par les va- 
riables xi etles variables yisont non équivalentes. Ce cas est done le 
seul qui peut se présenter. Les variables zi et yi sont linéairement 
indépendantes, sans quoi toutes les variables zi ou toutes les va- 
riables yi seraient nulles, ce qui est absurde. Elles constituent toutes 
les variables de la représentation considérée de G. Nous allons 
voir que toutes les représentations irréductibles de G qui induisent 
dans G deux représentations irréductibles données non équiva- 
lentes sont toutes équivalentes entre elles. En effet soit dans 
une premiére représentation de G 


mace Lief y= Ve 
la substitution linéaire (ou l’une des substitution linéaires) cor- 
respondant a l’opération ¢ de G’, et soit 

Gay, Y a Via 
la substitution correspondante dans une seconde représentation. 
R étant la matrice qui opére sur les yi par l’effet de l’opération 
infinitésimale s de G, on aura 

URU2 =URU4 6oot OU ee US; 


on aura de méme V' = nV, les coefficients m et n étant des cons- 
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tantes. En considérant l’opération inverse, on constate que n = ~ 


Mais alors dans les équations 


1 
xz =m Uy, y' = — Ve, 


il suffit de remplacer ai par mai et x'i par ma’: pour retrouver les 
équations de la premiére représentation, ce qui démontre la pro- 
position. 


Tukorime. — Sil existe une représentation irréductible du 
groupe G induisant dans le groupe G une représentation réductible, 
cette derniére se décompose en deux parties irréductibles de méme degré 
non équivalentes et toute autre représentation irréductible de G in- 
duisant dans G une représentation réductible équivalente est équi- 
valente a la premiere. 

Il résulte des considérations précédentes que toute opération 
de G’ transforme un tenseur irréductible déterminé de G en un 
autre tenseur- irréductible bien déterminé. Si ce second tenseur 
est équivalent au premier, l’un quelconque d’entre eux fournit 
les composantes d’un ou plus exactement de deux tenseurs irré- 
ductibles non équivalents de G. Si le tenseur donné et le tenseur 
transformé ne sont pas équivalents, l’ensemble des composantes 
de ces deux tenseurs fournit un tenseur irréductible et un seul de G. 


90. Applications.— Dans le cas du groupe des rotations et des 
retournements du groupe euclidien réel, ou du groupe des rota- 
tions et des retournements propres du groupe pseudo-euclidien, 
les tenseurs irréductibles de G sont les tenseurs 9» de polynomes 

2 


générateurs (a, + 62)”. La symétrie H, changeant &, en &, et 2, en 
— &, conserve la composante £?; le tenseur transformé par G’ 
est donc équivalent au tenseur considéré. La méme conclusion 
subsiste s'il s’agit du groupe des rotations de l’espace pseudo- 
euclidien, ou encore du groupe des rotations propres et des re- 
tournements impropres. 


En ce qui concerne le groupe des rotations complexes, le tenseur 
de polynome générateur 


(ak, + bi)P(c& + dye 


est encore transformé en un tenseur équivalent par un retourne- 
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ment, la composante &,? &7 étant invariante par la symétrie H,. 

Par suite dans tous les groupes envisagés nous voyons qu’a toute 
représentation linéaire irréductible du groupe G correspondent 
deux représentations irréductibles non équivalentes de G, et il n’y a 
pas d’autres représentations irréductibles de G. 

Par exemple au tenseur (az, + bé,)? (c& + d&,): correspondent 
pour ¢ deux tenseurs irréductibles ; 4 ’opération E', =&,, &,= —E, 
sur les spineurs correspondent pour le polynome générateur les 
deux polynomes transformés 


(a5 iti bi,)P(cky 7x dé,)2 et TE (ak 7 bE,)P(cky =s di,)?. 


91. Cas du groupe des rotations et des retournements de espace 
pseudo-euclidien réel. — Nous avons ici un groupe formé de quatre 
familles continues. Des raisonnements analogues aux précédents 
permettent de montrer qu’d tout tenseur irréductible du groupe des 
rotations propres correspondent quatre tenseurs irréductibles non 
équivalents du groupe total, et ce sont les seuls tenseurs irréductibles 
de ce groupe. Si dans l’une de ces représentations aux opérations 
s,t,u, 9 des quatve familles correspondent les matrices S, T, 
U, V, dans les trois autres il leur correspond respectivement 





SoU pee: 
S,—T, U,—V; 
paige ns 


Alors que dans l’espace euclidien réel proprement dit, il existe 
deux tenseurs distincts et deux seulement se comportant comme 
un vecteur par rapport au groupe des rotations, dans l’espace 
pseudo-euclidien il en existe quatre qui se comportent comme un 
vecteur par rapport au groupe des rotations propres. 

Ajoutons enfin que, comme le montre un raisonnement facile, 
le théoréme de compléte réductibilité est valable pour les repré- 
sentations linéaires du groupe G = G + G’ si on le suppose va- 
lable pour celles du groupe G, ce qui est le cas dans les applica- 
tions que nous venons de faire. 
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